
در شکل، اولاً اندازه‌ی زاویه‌ی A‏ را به دست آورید.1
ثانیاً مساحت چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ را بیابید.

، به فاصلهی ۲‏ و ۳‏ سانتی‌متر است2 در مثلث C‏B‏A‏ به اضلاع ۵‏ و ۶‏ و ۷‏ سانتی‌متر، نقطه‌ای که از اضلاع به طول‌های ۵‏ و 
از ضلع بزرگ‌تر چه فاصله‌ای دارد؟

در شکل زیر D‏A‏ نیمساز زاویه‌ی  است.3
با پر کردن جاهای خالی، دستوری دیگر برای محاسبه‌ی طول نیمساز زاویه‌ی A‏ به دست آورید.
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در شکل مقابل، اولاً طول C‏B‏ را به دست آورید. ثانیاً مساحت چهارضلعی B‏C‏DE‏ را بیابید.4

. الف( طول C‏B‏ را به دست آورید. ب( مساحت مثلث را تعیین کنید.5 ،  و   ، در مثلث 
پ( مقدار  را پیدا کنید.

با پر کردن جاهای خالی با فرض این‌که در شکل مقابل D‏A‏ نیمساز زاویه‌ی  است، روش دیگری برای اثبات قضیه‌ی6
نیمسازهای زوایای داخلی ارائه کنید:

؟ الف( چرا 

                        

ب(                        

از مقایسه‌ی ۱‏ و ۲‏ نتیجه می‌شود:                        

،  و  و  است. طول نیمساز زاویه‌ی داخلی C‏ را به دست آورید.7 در مثلث 

ثابت کنید: 8 ، M‏ وسط C‏B‏ و P‏M‏ و Q‏M‏ نیمسازهای زوایای C‏M‏A‏ و B‏M‏A‏ هستند در مثلث 

، که به فاصله‌ی ۷‏ واحد از رأس A‏ قرار دارد از B‏ و C‏ چه فاصله‌ای9 در مثلث متساوی‌الاضلاع C‏B‏A‏ به ضلع ۸‏ واحد، نقطه‌ی 
دارد؟ 
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. با نوشتن قضیه‌ی کسینوس‌ها در دو مثلث B‏M‏A‏10 ، میانه‌ی M‏A‏ را رسم کرده‌ایم  در مثلث 

،  و  را محاسبه، و با جمع کردن دو تساوی حاصل، درستی تساوی زیر را ثابت کنید: و 

)قضیه‌ی میانه‌ها( 

، طول میانه M‏A‏ را به دست آورید. در حالت خاص  و  و 

، که به فاصله‌ی ۷‏ واحد از رأس A‏ قرار دارد از B‏ و C‏ چه فاصله‌ای11 در مثلث متساوی‌الاضلاع C‏B‏A‏ به ضلع ۸‏ واحد، نقطه‌ی 
، که به فاصله‌ی ۵‏ واحد از C‏ قرار دارد از D‏ به چه فاصله‌ای است؟ اندازه‌ی زاویه‌ی D‏E‏A‏ دارد؟  نقطهی 

چند درجه است؟

در شکل روبه‌رو اگر خط l‏ را در تجانس به مرکز O‏ و نسبت تجانس  تصویر کنیم و آن‌را  بنامیم، مساحت بین خط l‏ و12

 و خطوط d‏ و 'd‏ چه‌قدر است؟

یک مربع را در تجانسی با نسبت تجانس  و به مرکز محل تلاقی قطرها تصویر کرده‌ایم. اگر مساحت بین مربع و13

تصویرش ۵‏ باشد، محیط مربع اولیه را محاسبه کنید.

، نقطه‌ی 'A‏ می‌نامیم.14 نقطه‌ی A‏ به فاصله‌ی  از خط d‏ قرار دارد. تصویر نقطه‌ی A‏ را تحت بازتاب نسبت به خط 
نقطه‌ی A‏ را حول نقطه‌ی 'A‏ به اندازه‌ی ۰‏۲‏۱‏ درجه دوران می‌دهیم تا نقطه‌ی ''A‏ حاصل شود. طول پاره‌خط ''A‏A‏ را محاسبه

کنید.

نقطه‌ی 'A‏ تصویر نقطه‌ی A‏ در بازتاب نسبت به خط l‏ است. اگر  و نقطه O‏ روی خط l‏ و  باشد،15
فاصله‌ی نقطه‌ی A‏ از خط 'A‏O‏ چه‌قدر است؟
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در شکل، دو خط  و  با زاویه‌ی  یک‌دیگر را قطع کرده‌اند. مثلث  بازتاب مثلث  نسبت به خط 16

است. بازتاب مثلث  را نسبت به خط  رسم کنید و آن‌‌را  بنامید.
الف( نشان دهید: 

ب( اندازه‌ی  و  چه‌قدر است؟

پ( با چه تبدیلی می‌توان مثلث  را تصویر  دانست؟ چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

در شکل،  به موازات  و به فاصله‌ی m‏ از آن قرار دارد و مثلث  بازتاب مثلث  نسبت به خط 17

است. بازتاب مثلث  را نسبت به خط  رسم کنید و آن‌‌را  بنامید.
الف( نشان دهید: 

ب( اندازه‌ی  و  چه‌قدر است؟

پ( با چه تبدیلی می‌توان مثلث  را تصویر  دانست؟ چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

یک ذوزنقه، هم محیطی است و هم محاطی. ثابت کنید مساحت این ذوزنقه برابر است با میانگین حسابی دو قاعده آن18
ضرب در میانگین هندسی آن‌ها.

مطابق شکل دایره به شعاع ۴‏، مساحت ناحیه سایه زده را محاسبه کنید. این ناحیه، یک قطعه دایره نام دارد.19
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طول خط المرکزین دو دایره‌ی مماس درونی ۲‏ سانتی‌متر و مساحت ناحیه‌ی محدود بین آن‌‌ها  سانتی‌متر مربع است.20
طول شعاع‌های دو دایره را به دست آورید.

طول شعاع‌های دو دایره‌ی متخارج را به دست آورید که طول مماس مشترک خارجی آن‌ها مساوی  و طول مماس21

مشترک داخلی آن‌‌ها  و طول خط المرکزین آن‌‌ها مساوی ۸‏ واحد است.

22، در شکل مقابل، دو دایره بر هم مماس و دو قطر B‏A‏ و D‏C‏ از دایره بزرگ‌تر بر هم عمودند. اگر  و 
شعاع‌های دو دایره را پیدا کنید.

از نقطه‌ی P‏ در خارج دایره‌ای مماس A‏P‏ به طول  را بر آن رسم کرده‌ایم )A‏ روی دایره است(. هم‌چنین خطی از P‏23
. طول‌های B‏P‏ و C‏P‏ را به دست آورید. گذرانده‌ایم که دایره را در دو نقطه‌ی B‏ و C‏ قطع کرده است و 

24، ، وتر CD‏ به طول ۹‏ سانتی‌متر را به نسبت ۱‏ به ۲‏ تقسیم کرده است. اگر  در دایره‌ی  وتر 
آن‌گاه وتر D‏C‏ وتر B‏A‏ را به چه نسبتی قطع می‌کند؟

در دایره‌ی  نشان دهید  اگر و تنها اگر  )H‏O‏ و 'H‏O‏ فاصله‌ی O‏ از دو وتر B‏A‏ و D‏C‏25
هستند.(
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دایره‌ی  مفروض است. از نقطه‌ی M‏ در خارج دایره خطی چنان رسم کرده‌ایم که دایره را در دو نقطه‌ی A‏ و B‏26
نشان دهید:  قطع کرده است و 

، اندازه کمان D‏C‏ را به دست آورید.                        27 در دایره رسم شده شکل مقابل 

در شکل اضلاع زاویه‌های B‏ و C‏ بر دایره مماس‌اند. اندازه‌ی زاویه‌ی  چند درجه است؟28

در شکل مقابل اندازه‌ی زاویه‌ی  را به دست آورید.                        29

در شکل زیر مقدار  را به دست آورید.30

دو دایره به شعاع ۱‏ و ۴‏ سانتی‌متر، مماس برون هستند. مقدار x‏ را چنان بیابید که اندازه مماس مشترک خارجی آن‌‌ها برابر31
 باشد.
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در شکل زیر مقدار x‏ را محاسبه کنید.                        32

، برابر 33 مقدار x‏ را چنان بیابید که اندازه مماس مشترک داخلی دو دایره به شعاع‌های ۲‏ و ۳‏ و خط المرکزین 
باشد.

در دایره به مرکز O‏ ، اگر  و  باشد، مقدار  و اندازه زاویه مرکزی C‏O‏A‏ و34

محاطی C‏B‏A‏ را محاسبه کنید.                        

در سوالات زیر گزینه درست را انتخاب کنید:35
الف( مرکز دایره محاطی داخلی هر مثلث، محل برخورد ....... آن مثلث است.

۱‏( ارتفاع‌های اضلاع                                                ۲‏( عمود منصف‌های اضلاع
۳‏( نیم‌سازهای زاویه‌‌های درونی                        ۴‏( میانه‌های اضلاع
ب( مرکز دایره محیطی هر مثلث، محل برخورد ....... آن مثلث است.

۱‏( ارتفاع‌های اضلاع                                                ۲‏( عمودمنصف‌های اضلاع
۳‏( نیم‌سازهای زاویه‌های درونی                        ۴‏( میانه‌های اضلاع

ثابت کنید اگر امتداد وترهای  و  از دایره‌ی )C‏( یکدیگر را در نقطه‌ی M‏ قطع کنند. آن‌‌گاه:36

در شکل مقابل مقدارهای x‏ و y‏ را بهدست آورید.                                                  37

با توجه به شکل زیر اندازه‌ی z‏ را تعیین کنید.38

d = ١۳۵x − ۸

A C = (۳α + ١۲)°ÔA C = (α + ١۶)°B̂α

AA 'BB '
MA ×MA ' = MB ×MB '
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با توجه به شکل زیر اندازه‌ی x‏ و y‏ را تعیین کنید.39

با توجه به شکل x‏ و y‏ را بیابید.40

دو دایره به شعاع‌های ۲‏ سانتی‌متر و ۷‏ سانتی‌متر و خط‌ المرکزین برابر  سانتی‌متر مفروضند. اگر اندازه‌ی‌ مماس41
مشترک خارجی آن‌‌ها برابر  سانتی‌متر باشد، مقدار x‏ را محاسبه کنید.

ضلع‌های چهارضلعی محیطی N‏A‏R‏I‏ بر دایره مماس‌اند. )شکل روبه‌رو(42
ثابت کنید:                        

اندازه‌ی سه ضلع مثلثی  و  و  ، سانتی‌متر هستند. اندازه‌ی پاره‌خط‌ هایی که نیم‌ساز43

درونی زاویه‌ی  بر ضلع مقابل ‌آن‌ پدید می‌آورد را تعیین کنید.

دایره‌ی  و نقطهی M‏ به فاصله‌ی  از مرکز دایره‌ی C‏ داده شده است.  و  در نقاط T‏ و  بر این44
دایره مماسند.

الف( طول مماس‌های  و  را به‌دست آورید.
ب( نوع چهارضلعی  را با ذکر دلیل مشخص کنید.

در مثلث C‏B‏A‏ میانه M‏A‏ و نیمسازهای دو زاویه  و  را رسم کنید، این دو نیمساز اضلاع B‏A‏ و C‏A‏ را قطع45
می‌کنند، این نقاط را به ترتیب P‏ و Q‏ بنامید. سپس ثابت کنید دو خط Q‏P‏ و C‏B‏ با هم موازی‌اند.

دو دایره‌ی  مفروضند. اگر  باشد، اوضاع دایره را در حالت‌های زیر بنویسید.46
با ذکر دلیل(

                        ۲‏(  ۱‏( 

۲x + ١
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قضیه: اگر از یک نقطه، یک مماس و یک قاطع نسبت به یک دایره رسم کنیم، قطعه‌ای از خط مماس محصور بین آن نقطه47
و نقطه‌ی تماس ، واسطه هندسی بین دو قطعه قاطع است.

شعاع‌های دو دایره ۳‏ و ۵‏ سانتی‌متر است. اگر طول مماس مشترک داخلی آن‌ها ۶‏ سانتیمتر باشد، فاصله‌ی بین مرکزهای48
دو دایره را بیابید.

با توجه به شکل مقدار x‏ و y‏ را بیابید.49

، برابر50 مقدار a‏ را چنان بیابید که اندازه‌ی مماس مشترک خارجی دو دایره به شعاع‌های ۸‏ و ۲‏ و خط المرکزین 
 باشد. سپس تعیین کنید این دو دایره چند مماس مشترک داخلی دارد؟

مقدار x‏ را به‌دست آورید.51

طول خط‌ المرکزین در دو دایره‌ی متقاطع به شعاع‌های ۴‏ و ۳‏ سانتی‌متر برابر ۶‏ سانتی‌متر است. طول مماس مشترک خارجی52
دو دایره را به دست آورید.

خط‌ های E‏A‏ ، F‏A‏ و C‏B‏ به ترتیب در نقطه‌های E‏ ، F‏ و D‏ بر دایره )O‏( مماس هستند. مماس C‏B‏، خط های E‏A‏ و F‏A‏ را به53
ترتیب در نقطه‌های B‏ و C‏ قطع کرده است. ثابت کنید که با تغییر مکان نقطه‌ی D‏ روی دایره بین دو نقطه‌ی ثابت E‏ و F‏،

محیط مثلث C‏B‏A‏ ثابت می‌ماند.

در دایره‌ی  مماس  و وتر  با یک‌دیگر مساوی‌اند.54
خط  دایره را در نقطهی  قطع کرده است.

، متساوی الساقین است. ثابت کنید مثلث 

d = ١۰
۳a − ١

(O)ACAB
BCD

ACD
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در هر یک از شکل‌های زیر مقدار x‏ و y‏ و z‏ و t‏ را به دست آورید.55

مقدار m‏ را چنان تعیین کنید که اندازه‌ی‌ مماس مشترک خارجی دو دایره به شعاع‌های ۷‏۱‏ و ۲‏۱‏ و خط المرکزین 56
برابر با  باشد.

در شکل زیر مقادیر x‏ و y‏ را بدست آورید.57

در شکل زیر y‏ و z‏ را بیابید.                        58

در شکل زیر دو خط  در نقطه‌های  بر دایره‌ی  مماسند.59

ثابت کنید خط  نیمساز زاویه‌های  است.

محیط مثلث  در شکل زیر را بیابید.60

در شکل زیر  را به دست آورید.61

d = ١۳
۷m − ۳

MT و' MTT TC(O,R)و'

OMTOT و' TMT '

ABC

z, y
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دو دایره‌ به شعاع‌های ۴‏ و ۹‏ سانتی‌متر، مماس برون هستند، مقدار  را چنان تعیین کنید که اندازه‌ی مماس مشترک62
خارجی آن‌ها برابر  باشد.

در هریک از شکل‌های زیر x‏ و y‏ را محاسبه کنید.63

در هرکدام از شکل‌های زیر x‏ و y‏ را بیابید.64

خط مماس بر دایره در نقطه‌ی T‏ و امتداد وتر B‏A‏ در نقطه‌یM‏65

: ،  و  متقاطعند. با فرض 
تعیین کنید:

a‏ را در صورتی که  باشد.

خط مماس بر دایره در نقطه‌ی T‏ و امتداد وتر B‏A‏ در نقطه‌یM‏66

: ،  و  متقاطعند. با فرض 
تعیین کنید:

a‏ را در صورتی که  باشد.

ثابت کنید در یک دایره، کمانهای نظیر دو وتر مساوی، با هم برابرند، و برعکس.67

m

۲m − ۲

= aTB
⌢

= bBA
⌢

= cAT
⌢

= ۴۵°, c = ۳aM̂

= aTB
⌢

= bBA
⌢

= cAT
⌢

= ۶۰°, b = ١۰۰°M̂
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در مثلث C‏B‏A‏ ، H‏A‏ ارتفاع و D‏A‏ نیمساز است. مساحت مثلث D‏AB‏ و D‏C‏A‏ را به ترتیب با S‏ و'S‏ نشان می‌دهیم.68

الف( با در نظر گرفتن D‏B‏ و C‏D‏ به عنوان قاعده‌ی این مثلثها، نسبت  را به دست آورید.
ب( از D‏ عمودهایی بر اضلاع B‏A‏ و C‏A‏ رسم کنید و پای آنها را M‏ و N‏ بنامید.

M‏D‏ و N‏D‏ چه رابطه‌ای با هم دارند؟

پ( با در نظر گرفتن B‏A‏ و C‏A‏ به عنوان قاعده‌ی مثلثهای D‏B‏A‏ و C‏D‏A‏ ، نسبت  را به دست آورید.
از مقایسه‌ی نسبتها در بند )الف( و )پ( چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

سه ضلع مثلثی ۸‏، ۲‏۱‏، ۵‏۱‏ سانتی‌مترند. اندازه‌ی پاره‌خطهایی که نیمساز درونی زاویه‌ی بزرگتر مثلث بر ضلع مقابل آن پدید69
می‌آورد، را تعیین کنید.

ثابت کنید مساحت هر متوازی‌الاضلاع برابر است با حاصل‌ضرب دو ضلع مجاور در سینوس زاویه‌ی بین آن دو ضلع.70

دستور محاسبه‌ی مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع a‏ را به کمک دستور هرون به دست آورید.71

دو زمین کوچک به شکل مثلث با یک دیوار به طول ۳‏۱‏ متر مطابق شکل از هم جدا شده‌اند. ابعاد زمین‌ها هم در شکل72
مشخص شده‌اند. اگر با برداشتن دیوار، دو زمین به یک زمین تبدیل شود، مساحت آن چه‌قدر می‌شود؟

نشان دهید دیوار مشترک با اضلاع ۴‏ متری و ۱‏۱‏ متری زاویه‌های برابر می‌سازد. 

، نقطه‌ی دلخواه D‏ روی C‏B‏ مفروض است. به کمک قضیه‌ی کسینوس‌ها در دو مثلث B‏D‏A‏ و C‏D‏A‏ درستی73 در مثلث 
تساوی زیر را ثابت کنید:

)قضیه‌ی استوارت( 
به کمک قضیه‌ی استوارت، درستی قضیه‌ی میانه‌ها را نتیجه‌گیری کنید.

S

S '

S

S '

(α = β)

ABC

= . BC + DB. DC. BCAD۲. DC + . DBAB۲ AC۲
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زمینی به شکل زیر داریم، می‌خواهیم بدون آن‌که محیط این زمین تغیر کند مساحتش را افزایش دهیم در هر مورد میزان74
افزایش مساحت را حساب کنید.

فرض کنید G‏ محل برخورد میانه‌های مثلث C‏B‏A‏ )مرکز ثقل آن( باشد و مثلث 'C‏'B‏'A‏ مجانس مثلث C‏B‏A‏ در تجانس به75

مرکز G‏ و نسبت  باشد.

الف( جایگاه رأس‌های 'A‏ و 'B‏ و 'C‏ نسبت به مثلث C‏B‏A‏ کجاست؟
ب( مساحت مثلث 'C‏'B‏'A‏ چه کسری از مساحت مثلث C‏B‏A‏ است؟

دایره  و نقطه‌ی M‏ خارج این دایره مفروض است. مجانس این دایره را نسبت به نقطه‌ی M‏ در هر حالت رسم76
کنید.
الف( 
ب( 

پ( 

در تجانسی با نسبت  و مرکز تجانس O‏ )نقطه O‏ را خارج B‏A‏ درنظر بگیرید( نشان دهید:77
الف( تجانس شیب خط را حفظ می‌کند.

ب( تجانس زاویه بین خطوط را حفظ می‌کند.

به سؤالات زیر پاسخ دهید.78
الف( در شکل مقابل نقطه‌ی 'A‏ دوران یافتهی نقطه‌ی A‏ در دوران به مرکز O‏ و زاویه‌ی  است. نشان دهید عمودمنصف 'A‏A‏

از نقطه‌ی O‏ می‌گذرد.

ب( اگر بدانیم  دوران یافته‌ی  است، چگونه می‌توان مرکز دوران را مشخص کرد؟

در حالتی‌که پاره‌خط B‏A‏ در راستای عمود بر خط بازتاب قرار دارد، ثابت کنید که اگر 'B‏'A‏ بازتاب AB‏ باشد، B‏A‏ و 'B‏'A‏79
هم‌اندازه‌اند.

K = −
١
۲

C(O,R)

k = ۲
k = −۲

k =
١
۲

k < ۰

α

A ' CB '
△

A CB
△
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شش‌ضلعی منتظم F‏E‏CD‏B‏A‏ مفروض است با امتداد دادن اضلاع شش‌ضلعی. مطابق شکل، مثلث P‏N‏M‏ را ساخته‌ایم.80
الف( نشان دهید P‏N‏M‏ متساوی‌الاضلاع است.

ب( نشان دهید مساحت شش‌ضلعی، دو سوم مساحت مثلث P‏N‏M‏ است.
، D‏E‏ و F‏A‏ رسم کنید. مجموع ، 'H‏T‏ و ''H‏T‏ را به ترتیب بر  پ( از نقطه‌ی دلخواه T‏ درون شش‌ضلعی عمودهای 

طول‌های این سه عمود با کدام جزء از مثلث P‏N‏M‏ برابر است؟
، DE‏T‏ و F‏A‏T‏ چه کسری از مساحت مثلث P‏N‏M‏ است؟ نشان ت( مجموع مساحت‌های مثلث‌های 

دهید:                        

، N‏ و K‏ باشند و T‏ و 'T‏ نقطه‌های تماس دایره محاطی81 اگر نقاط تماس دایره محاطی داخلی مثلث C‏B‏A‏ با اضلاع آن 
خارجی با خط های شامل دو ضلع باشند، نشان دهید:

الف( اگر  شعاع‌های سه دایره محاطی خارجی مثلث و r‏ شعاع دایره محاطی داخلی باشد، نشان دهید:82

،  و  اندازه‌های سه ارتفاع باشند، نشان دهید: ب( به همین ترتیب اگر 

ثابت کنید عمودمنصف یک ضلع هر مثلث و نیمساز زاویه‌ی مقابل به آن ضلع، یک‌دیگر را روی دایره‌ی محیطی مثلث قطع83
می‌کنند.

ثابت کنید یک ذوزنقه، محاطی است، اگر و تنها اگر متساوی‌الساقین باشد.84

THBC

TBC
+ + = + +STBC STDE STAF STAB STEF STCD

M

AM = AN = P − a

BN = BK = P − b, CM = CK = P − c

AT = AT ' = P

, ,rc rb ra

+ + =
١
ra

١
rB

١
rc

١
r

hahbhc

+ + =
١
ha

١
hb

١
hc

١
r
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سه دایره به شعاع‌های برابر r‏ دو به دو بر هم مماس‌اند. مطابق شکل مقابل این سه دایره به وسیله‌ی نخی بسته شده‌اند.85
. هم‌چنین نشان دهید مساحت ناحیه محدود به سه دایره برابر نشان دهید طول این نخ برابر 

 است.

،  و  فاصله‌ی O‏ از وتر B‏A‏ را به دست آورید.86 در دایره‌ی 

87. در شکل مقابل، B‏A‏ قطری از دایره است و وترهای C‏A‏ و D‏B‏ موازی‌اند. ثابت کنید: 

ثابت کنید در یک دایره، کمان‌های نظیر دو وتر مساوی باهم برابرند.88

قضیه: ثابت کنید در یک دایره، از دو وتر نابرابر، آن‌‌که بزرگ‌تر است، به مرکز دایره نزدیک‌تر است، و به عکس.89

قضیه: ثابت کنید اندازه‌ی زاویه‌ای که از برخورد دو وتر در یک دایره ایجاد می‌شود، برابر نصف مجموع اندازه‌ی دو کمانی از90
دایره است که به ضلع‌ها و امتداد ضلع‌های آن زاویه محدوند.

قضیه: ثابت کنید اگر از یک نقطه، یک مماس و یک قاطع نسبت به یک دایره رسم کنیم، قطعه‌ای از خط مماس محصور91
بین آن نقطه و نقطه‌ی مماس، واسطه‌ی هندسی بین دوقطعه‌ی قاطع است.

درستی یا نادرستی جمله زیر را مشخص کنید.92
مرکز دایره محیطی هر مثلث محل برخورد نیم‌سازهای زاویه‌های درونی مثلث است.

جای خالی را به طور مناسب پر کنید.93
از هر نقطه خارج یک دایره فقط ............... بر آن دایره می‌توان رسم نمود.

۶r + ۲πr

( − )r۲ ۳
−−

√ π

۲

C(O,R)= ۶۰°AB
⌢

AB = ١۰

AC = BD
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جای خالی را به طور مناسب پر کنید.94
اگر در یک چهارضلعی، زاویه‌های روبه‌رو ............ یکدیگر باشند، آن چهارضلعی محاطی است.

در مثلث C‏B‏A‏ میانه M‏A‏ و نیم‌سازهای دو زاویه  و  را رسم کنید، این دو نیم‌ساز اضلاع B‏A‏ و C‏A‏ را قطع95
می‌کنند، این نقاط را به ترتیب P‏ و Q‏ بنامید. سپس ثابت کنید دو خط Q‏P‏ و C‏B‏ با هم موازیند.

درستی یا نادرستی عبارت زیر را تعیین کنید:96
در هر دو دایره مماس مشتر‌ک‌های خارجی و خط‌ المرکزین همرسند.

درستی یا نادرستی عبارت زیر را تعیین کنید:97
در هر چهارضلعی، اگر مجموع اضلاع مقابل یکسان باشد، آن چهارضلعی محیطی است.

درستی یا نادرستی عبارت زیر را تعیین کنید:98
در دو دایره‌ی مماس برون، فاصله‌ی مرکز‌های دو دایره برابر مجموع اندازه‌ی شعاع‌های دو دایره است.

قضیه: ثابت کنید اگر در یک چهارضلعی، زاویه‌های روبه‌رو مکمل یک‌دیگر باشند. آن‌ چهارضلعی محاطی است.99

دو دایره به شعاع ۹‏ و ۴‏ سانتی‌متر، مماس برون هستند. مقدار x‏ را چنان بیابید که اندازه‌ی مماس مشترک خارجی آن‌ها100
برابر  باشد.

A BM̂A CM̂

۵x + ۲
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، اندازه‌ی دو زاویه دیگر هر کدام  خواهد بود. در این1 مثلث D‏C‏B‏ متساوی‌الساقین است و با توجه به اندازه‌ی زاویه 

،  در نتیجه:  مثلث ارتفاع H‏C‏ را رسم می‌کنیم. در مثلث قائم‌الزاویه 

 

راه حل دوم: با استفاده از قضیه کسینوس‌ها می‌نویسیم:

C۳۰°
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Â

= − = (١١)(١۳) Sin ۶۰ − (۷)(۷) Sin ١۲۰ = − =SABCD SABD SBCD
١
۲

١
۲

١۴۳ ۳–√

۴

۴۹ ۳–√

۴

۹۴ ۳–√

۴

1



فاصله‌ی O‏ تا ضلع بزرگتر را x‏ در نظر می‌گیریم. داریم:2

 

3

با توجه به اینکه مثلث E‏D‏A‏ متساوی‌الساقین است پس  در نتیجه:4
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5 

الف( راه اول:6

پس دو مثلث قائم‌الزاویه‌ی H‏D‏A‏ و  به حالت )ز ض ز( همنهشت هستند بنابراین 
راه دوم: هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است. پس 

                         ب(                        

از مقایسه‌ی ۱‏ و ۲‏ نتیجه می‌شود: 

7 
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در مثلث B‏M‏A‏ پاره‌خط Q‏M‏ نیمساز زاویه  و در مثلث C‏M‏A‏ پاره‌خط P‏M‏ نیمساز زاویه  است. پس داریم:8

9 

10                        

AMB̂AMĈ

⇒ =
= =AM

MB

AQ

QB
− →−−−
MB=MC AM

MC

AQ

QB

=AM
MC

AP
PC

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
AQ

QB

AP

PC

PQ || BC− →−−−−−
عکس ق تالس

AB = AC = BC = ۸ , AD = ۷ , DB = x

DC = x − ۸ , DB < DC

. DC + . DB = . BC + DB. DC. BCAB۲ AC۲ AD۲

⇒ ۶۴(۸ − x) + ۶۴x = ۴۹×۸ + ۸x(۸ − x)

⇒ ۶۴×۸ − + = ۴۹×۸ + ۸x(۸ − x)۶۴x ۶۴x

۶۴ = ۴۹ + ۸x − ⇒ − ۸x + ١۵ = ۰ ⇒ (x − ۳)(x − ۵) = ۰ ⇒ x = ۳, x = ۵→
÷۸

x
۲

x
۲

x = DB = ۳, DC = ۵− →−−−
DB<DC

A M : = + − ۲× × AM × CosαC
△

b۲ ( )a
۲

۲
AM۲ a

۲

= + − a. AM. Cosα (١)b۲ a۲

۴
AM۲

A M : = + − ۲× × AM × Cos (١۸۰° − α)B
△

c۲ ( )a
۲

۲
AM۲ c

۲

= + + a. AM. Cosα (۲)c۲
a۲

۴
AM۲

+ = + − a. AM. Cosα + + + a. AM. Cosα− →−−
(١)+(۲)

b۲ c۲
a۲

۴
AM۲ a۲

۴
AM۲

⇒ + = + ۲b۲ c۲
a۲

۲
AM۲

AB = c = ۴ , AC = b = ۶ , BC = a = ۸

+ = + ۲AM ⇒ AM = ⇒ AM = ⇒ AM = ١۰b۲ c۲
a۲

۲
۲( + ) −b۲ c۲ a۲

۴

۲(۳۶ + ١۶) − ۶۴

۴

4
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 در نتیجه مثلث E‏C‏D‏ متساوی‌الساقین است و چون یک زاویه  دارد پس متساوی‌الاضلاع است
. در مثلث E‏C‏D‏ زاویه‌ی  یک زاویه خارجی است پس: یعنی 

با توجه به نسبت تجانس  مثلث بزرگتر با وتر  ایجاد می‌شود. حال اختلاف مساحت‌های مثلث‌ها برابر مساحت12

خواسته شده است:

                        

13

بنا بر فرض سؤال، شکل زیر را داریم و برای آن قضیه کسینوس‌ها را می‌نویسیم:14

= + − ۲×x×۸× Cos ۶۰° ⇒ ۴۹ = + ۶۴ − ۸x۷۲ x۲ ۸۲ x۲

⇒ − ۸x + ١۵ = ۰ ⇒ (x − ۵)(x − ۳) = ۰ ⇒ x = ۵ , x = ۳x۲

BD = ۳ , DC = ۵− →−−−
BD<DC

DC = CE = ۵۶۰°

DE = ۵α

α = ۶۰° + ۶۰° ⇒ α = ١۲۰°

۷
۴

l '

= − = × × − ×١×۲ =Sمطلوب Sمثلث بزرگ Sمثلث کوچک
١
۲

۷
۴

۷
۲

١
۲

۳۳

١۶

= = ⇒ = و − = ۵ ⇒ = ۵
Sتصویر مربع

Sمربع اولیه

( )۲
۳

۲ ۴
۹

S تصویر
۴
۹
Sمربع Sمربع S تصویر

۵
۹
Sمربع

⇒ = ۹ = ⇒ a = ۳ و محیط مربع اولیه = ۴a = ١۲Sمربع اولیه a۲

= + − ۲×۴ ×۴ × Cos ١۲۰ ⇒ AA ' ' =AA ' '۲ (۴ )۶
–

√
۲

(۴ )۶
–

√
۲

۶
–

√ ۶
–

√ ۲۸۸
−−−

√

5



بنا بر فرض سؤال، شکل مقابل را داریم و مساحت مثلث  را از دو طریق نوشته و برابر می‌گذاریم تا H‏A‏ حاصل15
شود:

                        

الف( خط  محور بازتاب است پس نیمساز زاویه 'OA‏A‏ است یعنی: 16
خط  محور بازتاب است پس نیمساز زاویه ''A‏O‏'A‏ است یعنی: 

ب( بنابر اثبات الف به روش مشابه:                        
پ( با دورانی به مرکز O‏ نقطه‌ی برخورد دو خط بازتاب  و  و زاویه‌ای به اندازه‌ی دو برابر زاویه بین دو خط 

می‌توان مثلث  را تصویر مثلث  دانست.
نتیجه می‌گیریم، ترکیب دو بازتاب که محورهای بازتاب متقاطع باشند یک دوران است.

AOA '

۲ = AH ×OA ' = OB ×AA ' ⇒ AH = = ۹/۶SAOA '

۶×١۶

١۰

d١=Ô١ Ô۲

d۲=Ô۳ Ô۴

' ' = + + +AOÂ Ô١ Ô۲ Ô۳ Ô۴ − →−−
=Ô ۳ Ô ۴

=Ô ١ Ô ۲

⇒ ' ' = ۲θAOÂ

' ' = ' ' = ۲θBOB̂ COĈ

d١d۲(۲θ)

A ' ' ' 'C ' 'B
△

A CB
△

6



17

ب( بنا بر اثبات قسمت الف به روش مشابه نتیجه می‌گیریم که:

پ( با انتقالی تحت بردار انتقالی که اندازه‌ی آن دو برابر فاصله‌ی بین دو خط بازتاب  و  یعنی  و راستای آن

عمود بر این دو خط است، می‌توان مثلث  را تصویر را تصویر مثلث  دانست.
نتیجه می‌گیریم، ترکیب دو بازتابی که محورهای بازتاب موازی یک‌دیگر هستند یک انتقال است.

چون ذوزنقه‌ی D‏C‏B‏A‏ محاطی است پس متساوی‌الساقین است و چون محیطی است مجموع دو ضلع مقابل با مجموع دو18
ضلع مقابل دیگر برابر است. در نتیجه:  و مثلث F‏D‏A‏ قائم‌الزاویه است.

 

مثلث B‏A‏O‏ متساوی‌الساقین است و  پس این مثلث متساوی‌الاضلاع است.19
مساحت مثلث B‏A‏O‏ - مساحت قطاع ۰‏۶‏ درجه = مساحت قسمت رنگی )A‏(

AA(الف ' ' = AH + HA ' + A 'H ' + H 'A ' '

AA ' = ۲HA ' + ۲A 'H '− →−−−
A 'H '=H 'A ' '

AH=HA '

BB ' ' = CC ' ' = ۲m

d١d۲۲m

A ' ' ' 'C ' 'B
△

A CB
△

۲c = a + b

۲c = a + b ⇒ c = , b = ۲x + a ⇒ x =a+b

۲
b−a

۲

= − ⇒ = −h۲ c۲ x۲ h۲ ( )a+b

۲

۲
( )b−a

۲

۲

⇒ = ⇒ h =h۲
۴ ab

۴
ab
−−√

= (a + b)×h ⇒ = (a + b)SABCD
١
۲

SABCD
١
۲

ab
−−√

= ۶۰°Ô

A = α − × ⇒ A = ×۶۰ − ۴ = π − ۴
πr۲

۳۶۰

۳–√

۴
r۲

١۶π

۳۶۰
۳
–

√ ۸
۳

۳
–

√

7



با توجه به شکل  و  در نتیجه:20

 

21 

22 

23 

OA = RO 'A = R '

مساحت ناحیه محدود بین دو دایره = − = ١۶ππR۲
πR '۲

⇒ − = ١۶ ⇒ (R − R ')(R + R ') = ١۶R
۲

R '۲

۲(R + R ') = ١۶ ⇒ R + R ' = ۸− →−−−−−
OO '=R−R '=۲

{ ⇒ ۲R = ١۰ ⇒ R = ۵,R ' = ۳
R + R ' = ۸
R − R ' = ۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= −TT '۲ d۲ ( − )R۲ R '
۲

T = −T١
۲
۲

d۲ (R + R ')۲

⇒ {
۶۳ = ۶۴ − (R − R ')۲

١۵ = ۶۴ − (R + R ')۲

⇒ { ⇒ ۲R = ۸ ⇒ R = ۴ ⇒ R ' = ۳
R − R ' = ١
R + R ' = ۷

OB. OM = ON. ON ' ⇒ R(R − ١۶) = (R − ١۰)(R − ١۰)

− ١۶R = − ۲۰R + ١۰۰ ⇒ ۴R = ١۰۰ ⇒ R = ۲۵R۲ R۲

R ' = ⇒ R ' = ⇒ R ' = = ١۷MB

۲

۲R−١۶

۲

۵۰−١۶

۲

= PB. PC → = x(x + ۲۰)PA۲ (١۰ )۳–√
۲

⇒ + ۲x − ۳۰۰ = ۰ ⇒ (x − ١۰)(x + ۳۰) = ۰x۲

⇒ x = ١۰ , x = −۳۰ غ ق ق

⇒ PB = ١۰ , PC = ۳۰

8



24 

پس  یا 

25 

با توجه به فرض مسئله، مثلث‌های M‏A‏O‏ و B‏A‏O‏ متساوی‌الساقین هستند.26
در مثلث M‏B‏O‏ داریم:

                        

= ⇒ = ⇒ = ⇒ DM = ۳ ⇒ MC = ۶DM
MC

١
۲

DM
DC

١
۳

DM

۹
١
۳

DM. MC = AM. BM ۳×۶ = x(١١ − x)− →−−
AM=x

− ١١x + ١۸ = ۰ ⇒ (x − ۹)(x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۲ , x = ۹x۲

=
AM

MB

۲
۹

=
AM

MB

۹
۲

فرض : AB > CD حکم : OH < OH '

OB = OC = R , BH = , CH ' = (١)AB

۲
CD

۲

O H : H = ۹۰° ⇒ = −B
△

BH۲ R۲ OH۲

O H ' = H ' = ۹۰° ⇒ = −C
△

CH '۲ R۲ OH '۲

AB > CD ⇒ > BH > CH ' ⇒ > ⇒ − > −
AB

۲
CD

۲
→
(١)

BH۲ CH '۲ R۲ OH۲ R۲ OH '۲

⇒ − > − < OH < OH 'OH۲ OH '۲ − →−
×(−١)

OH۲ OH '۲ − →−
OH '>۰

OH>۰

فرض : OH < OH ' حکم : AB > CD

OB = OC = R , ۲BH = AB , ۲CH ' = CD (١)

O H : H = ۹۰° ⇒ = −B
△

OH۲ R۲ BH۲

O H ' : H ' = ۹۰° ⇒ = −C
△

OH '۲ R۲ CH '۲

OH < OH ' ⇒ − < − ⇒ − < − >R۲ BH۲ R۲ CH '۲ BH۲ CH '۲ − →−
×(−١)

BH۲ CH '۲

BH > CH ' AB > CD− →−
CH '>۰

BH>۰
→
(١)

β = ۲α + α = ۳α

9



27 

28 

29 

30

31

ص ۲‏۸‏

با توجه به رابطهٔ طولی در مثلث داریم:                        32

۷۵° = ⇒ ١۵۰° = ۳x ⇒ x = ۵۰°
(x+x)+x

۲

= ١۸۰° − ۲x ⇒ = ١۸۰° − ١۰۰° = ۸۰°CD
⌢

CD
⌢

۷۰° = ⇒ ١۴۰° = (y + z + t) − x
(y+z+t)−x

۲

۸۰° = ⇒ ١۸۰° = (y + x + t) − z
(y+x+t)−z

۲

⇒ ۳۰۰° = ۲(y + t)
⎧

⎩⎨
١۴۰° = y + z + t − x

١۶۰° = y + x + t − z

⇒ y + t = ١۵۰°

= ⇒ = = ۷۵°Â
y + t

۲
Â

١۵۰°

۲

= ⇒ ۲×۳١° = y − xM̂
y−x

۲

= ⇒ ۲×۹١° = y + xN̂
y+x

۲

⇒ { ⇒ ۲y = ۲۴۴° ⇒ y = ١۲۲° ⇒ x = ۶۰°
y − x = ۶۲°

y + x = ١۸۲°

= MA × MB ⇒ = ۴×۹ ⇒ x = ۶MT۲ ۰/۲۵ x۲ ۰/۲۵ ۰/۲۵

⇒ d = ۵ (۰/۲۵) TT ' = (۰/۲۵)
R = ۴
R ' = ١

−d۲ (R − R ')۲
− −−−−−−−−−−−

√

۳x + ١ = −۵۲ (۴ − ١)۲
− −−−−−−−−−−

√

۳x + ١ = = = ۴ (۰/۲۵)۲۵ − ۹
− −−−−

√ ١۶
−−

√
⇒ x = ١ (۰/۲۵)

MA '×MA = MB '× MB

x(x + ۳) = ۴(۴ + ۶)

+ ۳x − ۴۰ = ۰ ⇒ (x + ۸)(x − ۵) = ۰ ⇒ x = ۵x۲

10



ص ۲‏۸‏                        33

34                        

ص ۷‏۶‏

الف( گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.  ص ۳‏۵‏35
ب( گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.  ص ۹‏۵‏

ابتدا A‏ را به  و B‏ را به  وصل می‌کنیم. دو مثلث  و  متشابه‌اند  زیرا:36

37

38

 

39

TT ' = (۰/۲۵)

R = ۲
R ' = ۳

d = ١۳
−d۲ (R + R ')۲

− −−−−−−−−−−−
√

۵x − ۸ = −١۳
۲

(۲ + ۳)۲
− −−−−−−−−−−

√

۵x − ۸ = = = ١۲ (۰/۲۵) ⇒ x = ۴ (۰/۲۵)١۶۹ − ۲۵
− −−−−−−

√ ١۴۴
−−−

√

(۰/۵) ⇒ α + ١۶ = ⇒ α = ۲۰(۰/۲۵)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
A C =B̂ AC

⌢

۲

A C =Ô AC
⌢

۳α + ١۲

۲

⇒ (۰/۲۵)
A C = ۳۶°B̂

A C = ۷۲°Ô

(۰/۲۵)

(۰/۲۵)

B 'A 'AMB 'A 'MB۰/۲۵

⇒ =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

زاویه ی محاطی = =Â B̂ A 'B '
⌢

۲
۰/۵

مشترک M̂

MA

MB

MB '
MA '

۰/۲۵

⇒ MA ×MA ' = MB ×MB '

۴×x = ۲×١۰ ⇒ x = ۵۰/۲۵ ۰/۲۵

= y(y + ۹) ⇒ + ۹y − ۳۶ = ۰ ⇒ y = ۳۶۲ ۰/۲۵ y۲ ۰/۲۵

۴×١۲ = z(z − ۲) ۰/۵

z = ۸ , z = −۶ ⇒ z = ق ق۸ ۰/۲۵− ۲z − ۴۸ = ۰ ⇒ (z − ۸)(z + ۶) = ۰ ⇒z۲ ۰/۲۵

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲x + ۳x + ۴x = ۳۶۰ ⇒ x = ۴۰۰/۲۵ ۰/۲۵

y = ⇒ y = ۲x ⇒ y = ۸۰۴x

۲
۰/۲۵ ۰/۲۵

11



40

41

می‌دانیم اگر از هر نقطه‌ دو مماس بر دایره رسم کنیم آن‌گاه اندازه‌های دو مماس برابرند، بنابراین:42

رابطه‌ها را با هم جمع می‌کنیم.                        

نیمساز زاویه  ضلع C‏B‏ را در نقطه‌ی D‏ قطع می‌کند. بنابراین:                        43

                        

 )الف44

 )ب

 مربع است. 

= ۶۲°
y − x

۲
۰/۲۵

→ y = ۲۴۲°, x = ١١۸° ۰/۲۵

x + y = ۳۶۰° ۰/۲۵

مماس مشترک خارجی TT ' = −d۲ (R − R ')۲
− −−−−−−−−−−−

√

۲x = −(۲x + ١)۲ (۷ − ۲)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

→ = + ۴x + ١ − ۲۵ → x = ۶۴x۲ ۴x۲

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

RE = RF

IE = IH

NG = NH

AG = AF
⇒ RE + IE + NG + AG = RF + IH + NH + AF

⇒ IR + AN = RA + NI

Â=
BD

DC

AB

AC

⇒ = → =BD
DC+BD

AB
AC+AB

BD
BC

AB
AC+AB

⇒ = ⇒ BD = ۸BD

١۹

١۶

۳۸

⇒ DC = ١۹ − ۸ = ١١

O M : OT ⊥ MT ⇒ O M = ۹۰°T
△

T
△

۰/۲۵

⇒ MT = = = ۵−OM۲ OT۲
− −−−−−−−−−

√ ۵۰ − ۲۵
− −−−−−

√ ۰/۲۵

⇒ MT = MT ' = ۵ ۰/۲۵

۰/۲۵} ⇒ OTMT '
MT = MT ' = OT = OT ' = ۵

T = ۹۰°

12



45

۱‏(  دو دایره مماس درون 46

دو دایره متقاطع  ۲‏( 

دایره )C‏( و نقطه M‏ را در خارج آن در نظر می‌گیریم. مماس T‏M‏ و قاطع 'A‏A‏M‏ را نسبت به این دایره رسم می‌کنیم.47

می‌خواهیم ثابت کنیم  از T‏ به A‏ و 'A‏ وصل می‌کنیم. دو مثلث  و  متشابه‌اند . زیرا:

48

49

50

این دو دایره یک مماس مشترک داخلی دارند.  زیرا مماس برون هستند. 

= PQ || BC− →−−−
MC=MB AQ

QC

AP

PB
− →−−−−−−−
عکس قضیه تالس

۰/۲۵ ۰/۲۵

۰/۲۵d = ۲,R = ۶,R ' = ۴ → d = R − R ' ۰/۲۵

۰/۲۵d = ۷,R = ۶,R ' = ۴ → R − R ' < d < R + R ' ۰/۲۵

= MA. MA 'MT۲M TA
△

M TA '
△

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

A M = A 'T =T̂ Â AT
⌢

۲
۰/۲۵

=M̂ M̂ ۰/۲۵

⇒ = = MA. MA '
MT

MA

MA '
MT

۰/۲۵ MT۲ ۰/۲۵

TT ' = −d۲ (R + R ')۲
− −−−−−−−−−−−

√

۶ = → ۳۶ = − ۶۴ → = ١۰۰ → d = ١۰−d۲ (۵ + ۳)۲
− −−−−−−−−−−

√ d۲ ۰/۲۵ d۲ ۰/۲۵

۲x = ۲۰ ⇒ x = ١۰ ۰/۲۵

y(y + ١۰ + ۲) = ۶۴ ⇒ + ١۲y − ۶۴ = ۰۰/۲۵ y۲

⇒ (y + ١۶)(y − ۴) = ۰ ⇒
⎧

⎩⎨
y = ۴ ۰/۲۵

y = −١۶ غ ق ق ۰/۲۵

TT ' = ⇒ ۳a − ١ = = ۸ ⇒ a = ۳−d۲ (R − R ')۲
− −−−−−−−−−−−

√ ۰/۲۵ ١۰۰ − ۳۶
− −−−−−

√ ۰/۲۵ ۰/۲۵

۰/۲۵(d = R + R ')

13



51

52

می‌دانیم که طول مماس‌های رسم شده از نقطه‌ای خارج از یک دایره با هم برابر است.53

بنابراین محیط مثلث C‏B‏A‏ مستقل از نقطه‌ی D‏ بوده و مقدار آن ثابت است.

54

الف(                        55

ب(                        

56

57

+ ١۰۰° + ۷۰° = ۳۶۰° = ١۹۰°BC
⌢

−→−
۰/۲۵

BC
⌢

(زاویه ظلی) = = ۹۵°x̂
BC
⌢

۲
−→−
۰/۲۵ ١۹۰°

۲
۰/۲۵

TT ' = ⇒ TT ' = ⇒ TT ' =−d
۲ (R − R ')۲

− −−−−−−−−−−−
√ ۰/۲۵ ۳۶ − ١

− −−−−
√ ۰/۲۵ ۳۵

−−
√

محیط مثلث = AB + AC + BC = AB + AC + BD + DC = AB + AC + BE + CF ۰/۷۵

= AE + AF = ۲AE ۰/۲۵

A C :B
△

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

AC = AB ⇒ =B̂ Ĉ ۰/۲۵

= محاطی ⇒ D C = ⇒ DC = DAB̂ AD
⌢

۲
۰/۲۵ Â Ĉ ۰/۲۵

D C = Âظلی AD
⌢

۲
۰/۲۵

۷۰° = ⇒ z + t = ١۴۰°
z + t

۲
۰/۲۵

۵۰° = ⇒ z − t = ١۰۰°
z − t

۲
۰/۲۵

۲z = ۲۴۰° ⇒ z = ١۲۰° , t = ۲۰°۰/۲۵ ۰/۲۵

۲×y = ۴×۵ ⇒ y = ١۰ ۰/۲۵

x(x + ۹) = ۳۶ ⇒ x = ق ق۳ , x = −١۲ ۰/۲۵غ ق ق ۰/۲۵ ۰/۲۵

TT ' = −d۲ (R − R ')۲
− −−−−−−−−−−−

√ ۰/۲۵

TT ' = ⇒ ۷m − ۲ = ١۲ ⇒ m = ۲−١۳
۲

(١۷ − ١۲)
۲

− −−−−−−−−−−−
√ ۰/۲۵

{ x + y = ۲(١۸۰° − ١۰۰°) = ١۶۰°

x − y = ۲×۲۰
⇒ ۲x = ۲۰۰° ⇒ x = ١۰۰° ⇒ y = ۶۰°
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58                        

فرض:                         59
حکم:                         

اثبات: اگر از یک نقطه خارج یک دایره، دو مماس بر دایره رسم کنیم طول دو مماس با هم برابر است.
                                                

 نیمساز زاویه‌ی  و زاویه‌ی  است.

اگر از یک نقطه خارج یک دایره دو مماس بر دایره رسم کنیم طول دو مماس برابر است.60
                        

                        

61                        

                        

                        

                        

62

63

 قابل قبول نیست. پس  .

64

65

y×y = ۴×۹ → = ۳۶ → y = ۶ ۸(۸ + ۲y) = → z = ۴y۲ z۲ ١۰
−−

√

مماس بر دایره MT و MT '

= , =M̂ ١ M̂ ۲ Ô١ Ô۲

⇒ ≅ (ض ز ض) ⇒ = , =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

MT = MT '

OT = OT ' شعاعهای دایره

OM مشترک

OTM
△

OT 'M
△

M̂ ١ M̂ ۲ Ô١ Ô۲

OMTMT 'TOT '

AP = AR = ١۲ RC = CQ = ۶ BQ = BP = ١۰

محیط مثلث = AP + PB + BQ + QC + CR + AR = ١۲ + ١۰ + ١۰ + ۶ + ۶ + ١۲ = ۵۶

MC ×ME = AM × MB

١۲z = ۹×١۶ ⇒ z = ١۲

= DE × DCDT۲

= ۳×۲۷ = ۸١ → y = ۹y۲

d = OO ' = ۴ + ۹ = ١۳

TT ' = ⇒ ۲m − ۲ = =−d۲ (R − R ')۲
− −−−−−−−−−−−

√ −١۳
۲

(۹ − ۴)۲
− −−−−−−−−−−

√ ١۴۴
−−−

√

۲m − ۲ = ١۲ ⇒ ۲m = ١۴ ⇒ m = ۷

۴×x = ۲×١۰ ⇒ x = ۵

= y(y + ۴ + x) → ۳۶ = y(y + ۹)۶۲

+ ۹y − ۳۶ = ۰ ⇒ (y + ١۲)(y − ۳) = ۰ → {y۲
y = ۳

y = −١۲

y = −١۲y = ۳

= ⇒ ۲۰ = ⇒ x − y = ۴۰°Â
−BC

⌢

DE
⌢

۲
x − y

۲

= ⇒ ۸۰ = ⇒ x + y = ١۶۰°Ô
+BC

⌢

DE
⌢

۲
x + y

۲

{ ۲x = ۲۰۰ ⇒ x = ١۰۰°, y = ۶۰°
x − y = ۴۰°

x + y = ١۶۰°
→
+

= ⇒ ۴۵ = ⇒ ۴۵ = ⇒ a = ۴۵°M̂
−AT

⌢

BT
⌢

۲
c − a

۲
۳a − a

۲
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66

فرض کنید وترهای  مساوی باشند. از مرکز به نقاط  وصل می‌کنیم.67

بر عکس فرض کنید کمانهای  مساوی باشند، پس  داریم:

 )الف68

 مساویند زیرا فاصله‌ی هر نقطه روی نیمساز از دو ضلع زاویه برابر است. )ب

 )پ

 از مقایسه رابطه الف و پ

فرض کنید  و  و  و نیمساز زاویه‌ی  ضلع  را در نقطه‌ی  قطع کند.69

= ⇒ ۶۰ = ⇒ c − a = ١۲۰M̂
−AT

⌢

BT
⌢

۲
c − a

۲
b = ١۰۰ ⇒ c + a + ١۰۰ = ۳۶۰ ⇒ c + a = ۲۶۰

{ ۲a = ١۴۰ ⇒ a = ۷۰°
c − a = ١۲۰

c + a = ۲۶۰
→
−

CD و ABOD C,B,Aو

≅ ⇒ = ⇒ =

OA = OC

OB = OD

AB = CD

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
− →−−−
ض ض ض

OAB
△

OCD
△

Ô١ Ô۲ AB
⌢

CD
⌢

CDو
⌢

AB
⌢

=Ô١ Ô۲

≅ ⇒ AB = CD

OA = OC

OB = OD

=Ô١ Ô۲

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−
ض ز ض

AOB
△

COD
△

= =
S

S '

AH × BD
١
۲

AH × DC
١
۲

BD

DC

DM, DN

= =
S

S '

DM × AB
١
۲

DN × AC
١
۲

AB

AC

⇒ =
AB

AC

BD

DC

AB = ۸AC = ١۲BC = ١۵ABCD

نیمساز AD ⇒ = ⇒ = = ⇒ = ⇒ BD = ۶
BD

DC

AB

AC

BD

DC

۸

١۲
− →−−
در مخرج

ترکیب BD

BD + DC

۸

۸ + ١۲

BD

١۵

۸
۲۰

DC = BC − BD DC = ١۵ − ۶ = ۹

16



با توجه به خواص متوازی‌الاضلاع داریم:70

 

71

72 

= ۲ = ۲× ×a×b× SinαSABCD SABC
١
۲

⇒ = a. b SinαSABCD

AB = AC = BC = a ⇒ =PABC
۳a
۲

=SABC p(p − a)(p − b)(p − c)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

= = = =×
۳a
۲

( − a)۳a
۲

۳− −−−−−−−−−−−−−
⎷


×
۳a
۲

( )a
۲

۳− −−−−−−−−

√ ۳a۴

١۶

− −−−

⎷


۳–√

۴
a۲

= +SABCD SABD SBCD

= = ١۶mPABD

۴+١۳+١۵

۲

= = ۲۲mPBCD

١+١١۳+۲۰

۲

= = = ۲۴SABD p(p − a)(p − b)(p − c)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ١۶×١۲×۳×١
− −−−−−−−−

√ m۲

= = = ۶۶SBCD p(p − a)(p − b)(p − c)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۲۲×١١×۹×۲
− −−−−−−−−

√ m۲

= ۲۴ + ۶۶ = ۹۰SABCD m
۲

⇒ Sinα = Sin β

= AB. BD. Sinα ⇒ ۲۴ = ×۴×١۳ Sinα ⇒ Sinα =SABD
١
۲

١
۲

١۲

١۳

= BC. DB. Sin β ⇒ ۶۶ = ×١×١١۳ Sin β ⇒ Sin β =SBCD
١
۲

١
۲

١۲

١۳

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
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73 

در شکل راست اگر بازتاب C‏ نسبت به خط D‏B‏ و بازتاب E‏ نسبت به E‏D‏ و در شکل چپ اگر بازتاب B‏ نسبت به خط C‏A‏ را74
رسم کنیم بدون آنکه محیط تغییر کند، مساحت افزایش می‌یابد. منظور بازتاب مثلث D‏C‏B‏ نسبت به D‏B‏ و بازتاب مثلث

F‏D‏E‏ نسبت به F‏D‏ و در شکل راست بازتاب مثلث C‏B‏A‏ نسبت به C‏A‏ در شکل چپ است.

، 'B‏ وسط C‏A‏ و 'C‏ وسط B‏A‏ قرار دارند.75 الف( 'A‏ وسط 

با توجه به خاصیت مرکز ثقل می‌دانیم که  هم‌چنین نقطه‌ی G‏ بین A‏ و 'A‏ پس نقطه‌ی 'A‏ مجانس

نقطه‌ی A‏ به مرکز تجانس G‏ و نسبت تجانس  است. همین مطلب در مورد نقاط 'B‏ و 'C‏ نیز صدق می‌کند.

،  مساحت مثلث C‏B‏A‏ است. ب( با توجه به ویژگی تجانس مساحت مثلث 

A D : = + − ۲AD. DB. CosαB
△

AB۲ AD۲ DB۲ −→−
× DC

. DC = DC. + DC. − ۲DC. AD. DB. Cosα(١)AB۲ AD۲ DB۲

A D : = + − ۲AD. DC. Cos (١۸۰° − α)C
△

AC۲ AD۲ CD۲

. DB = DB. + DB. + ۲DB. AD. DC. Cosα (۲)−→−
× DB

AC۲ AD۲ DC۲

. DC + . DB = DC. + DC. −− →−−
(١)+(۲)

AB۲ AC۲ AD۲ DB۲ ۲DC. AD. DB. Cosα

+ DB. + DB. + ⇒ . DC + . DBAD۲ DC۲ ۲DB. AD. DC. Cosα AB۲ AC۲

. DC + . DB = . BC + DB. DC. BCAB۲ AC۲ AD۲

DC = DB = , AC = b, ⇒ AB = c
a

۲

⇒ × + × = ×a + × ×a ⇒ ( + ) = (۲ + )a

۲
c۲

a

۲
b۲ AD۲ a

۲
a

۲
a

۲
c۲ b۲

a

۲
AD۲ a۲

۲

⇒ + = ۲ +b۲ c۲ AD۲ a۲

۲

افزایش مساحت شکل چپ = ۲( ×۳×۴ × Sin ١۳۵) = ١۲
١
۲

۲
–

√

افزایش مساحت شکل راست = ۲( ×۲×۶× Sin ١۵۰ + × ×۲× Sin ١۲۰) = ۹
١
۲

١
۲

۳
–

√

BC

GA ' = GA
١
۲

−
١
۲

A 'B 'C '
١
۴
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برای پیدا کردن مجانس دایره، مجانس مرکز دایره را به دست آورده، به مرکز نقطه‌ی به دست آمده و k‏ برابر شعاع دایره76ٔ
اول، دایره‌ای ترسیم می‌کنیم.

19



الف( ۱‏( در حالتی که نقطه‌ی O‏ روی خط B‏A‏ قرار دارد و  بدیهی است که نقاط 'A‏ و 'B‏ مجانس‌های نقاط A‏ و B‏ روی77

بنابراین 'B‏'A‏ بر B‏A‏ واقع است و شیب تغییر نمی‌کند. خط B‏A‏ واقع می‌شوند

۲‏( در حالتی‌که نقطه‌ی O‏ روی خط B‏A‏ قرار ندارد و  در این صورت اگر نقاط 'A‏ و 'B‏ به‌ترتیب، مجانس‌های نقاط A‏ و
B‏ باشند، طبق تعریف داریم:

پس بنابر عکس قضیه خطوط موازی خط B‏A‏ موازی خط 'B‏'A‏ است بنابراین شیب خط ها در تجانس حفظ می‌شود.

ب( زاویه‌ی  را در صفحه درنظر می‌گیریم:

۱‏( اگر نقطه‌ی O‏ روی رأس زاویه یعنی نقطه‌ی B‏ باشد آن‌گاه مجانس زاویه یعنی  روی زاویه  منطبق می‌شود.
پس اندازه‌ی آن حفظ می‌شود.

۲‏( اگر نقطه‌ی O‏ روی یکی از اضلاع باشد مانند شکل ۱‏ آن‌‌گاه با توجه به قضیه، تجانس شیب خط را حفظ می‌کند

پس:                        

۳‏( اگر نقطه‌ی O‏ نه روی اضلاع و نه روی رأس زاویه باشد مانند شکل ۲‏ با توجه به بند قبلی، تجانس شیب خط را حفظ
می‌کند پس:

k < ۰

k < ۰

A B~A ' B '
} ⇒ = = k

OA ' = k. OA

OB ' = k. OB
OA '

OA
OB '

OB

=A 'OB 'ˆ AOB̂

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−−
(ض ز ض)

O
△

O
△

⇒ = , =OB 'A 'ˆ OBÂ OA 'B 'ˆ OAB̂

ABĈ

A 'B 'C 'ˆABĈ

BC || B 'C ' , BB ' مورب =− →−−−−−−
ق خطوط موازی

ABĈ A 'B 'C 'ˆ

BC || B 'C ' , BB ' مورب =− →−−−−−−
ق خطوط موازی

CBB 'ˆ C 'B 'Bˆ

AB ||A 'B ' , BB ' مورب =− →−−−−−−
ق خطوط موازی

ABB 'ˆ A 'B 'Bˆ

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

⇒ − = − ⇒ =ABB 'ˆ CBB 'ˆ A 'B 'Bˆ C 'B 'Bˆ ABĈ A 'B 'C 'ˆ
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الف( نیمساز زاویه  را رسم می‌کنیم.78

                        

پس N‏O‏ عمودمنصف  است و از نقطه O‏ می‌گذرد.
ب( کافیست عمودمنصف  و  را رسم کنیم، محل تلاقی مرکز دوران مثلث C‏B‏A‏ می‌باشد.

79 

A A 'Ô

A N = A ' N ⇒

ON = ON

=α

۲
α

۲

AO = A 'O

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−
ض ز ض

O
△

O
△

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

AN = A 'N

A O = A ' ON̂ N̂

A O + A ' O = ١۸۰ ⇒ A O = A ' O = ۹۰°N̂ N̂ N̂ N̂

AA '

AA 'BB '

Bبنا بر تعریف بازتاب 'H = BH ⇒ B 'A + AH

= BA ' + A 'H − →−−−−−−−
بنا بر تعریف بازتاب

AH=A 'H

B 'A = BA '

⇒ AB = A 'B '
AB = AA ' + A 'B
A 'B ' = AA ' + B 'A

B 'A = BA '

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
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الف( اندازه هر زاویه داخلی شش ضلعی منتظم  است. بنابراین زاویه‌های خارجی  است. با توجه به شکل و80
مجموع زوایای داخلی هر مثلث نتیجه می‌گیریم که  و در نتیجه مثلث P‏N‏M‏ متساوی‌الساقین

است.
ب( اگر قطرهای شش‌ضلعی منتظم را رسم کنیم آن‌‌را به شش مثلث متساوی‌الاضلاع تقسیم می‌کنیم و در مثلث

، ۹‏ مثلث هم‌نهشت ایجاد می‌شود.

                        

پ( مجموع فواصل هر نقطه درون مثلث متساوی‌الاضلاع مقداری ثابت است و این مقدار با طول ارتفاع مثلث برابر است:

 

ت(

                        

 

مساحث مثلث‌های آبی رنگ  مساحت مثلث P‏N‏M‏ است و مساحت شش‌ضلعی  مساحت مثلث P‏N‏M‏ و مساحت

مثلث‌های سفید و آبی برابر با مساحت شش‌ضلعی است پس مساحت مثلث‌های سفید هم برابر با 

١۲۰°۶۰°

= = = ۶۰°M̂ N̂ P̂

MNP

= = =
Sشش ضلعی

SMNP

۶SMAB

۹SMAB

۶
۹

۲
۳

TH + TH ' + TH ' ' = MM '

+ + = + +STBC STDE STAF STAB STEF STCD

+ + = AF. TH ' ' + DE. TH ' + BC. THSTAF STDE STBC
١
۲

١
۲

١
۲

+ +− →−−−−−−−
AF=ED=BC=a

STAF STDE STBC

⇒ + + = ahSTAF STDE STBC
١
۲

= NP. h = a. h ⇒ =S
M PN

△

١
۲

− →−−
NP=۳a

S
M PN

△

۳
۲

+ +STAF STDE STBC

SMNP

ah
١
۲

a. h
۳
۲

⇒ =
+ +STAF STDE STBC

SMNP

١
۳

١
۳

۲
۳

− =
۲
۳

١
۳

١
۳
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است. بنابراین مساحت مثلث‌های آبی با مساحت مثلث‌های سفید برابر است.
+ + = + +STBC STDE STAF STAB STEF STCD

81 

 

 

 

AM = AN = P − a

} ⇒ AM + AN = b + c − (BN + CM )
AN = c − BN

AM = b − CM

− →−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
CM=CP,BN=BP

AM=AN

⇒ ۲AM = ۲p − ۲a ⇒ AM = AN = p − a

BN = BP = P − b

} ⇒ BN + BP = a + c − (AN + CP )
BN = c − AN

BP = a − CP
− →−−−−−−−−
AN=AM,CP=CM

BP=BN

⇒ ۲BN = ۲p − ۲b ⇒ BN = BP = p − b

CM = CP = P − C

} ⇒ CM + CP = b + A − (AM + BP )
CM = b − AM

CP = a − BP
− →−−−−−−−−
AN=AM,BP=BN

CM=CP

⇒ ۲CM = ۲p − ۲c ⇒ CM = CP = p − c

AT = AT ' = P

⇒ ۲AT = ۲p ⇒ AT = AT ' = p
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فرض کنیم نیمساز زاویه‌ی C‏A‏B‏ دایره‌ی محاطی را در نقطه‌ی D‏ قطع کند:83

فاصله‌ی نقطه‌ی D‏ از دو نقطه‌ی B‏ و C‏ به یک اندازه است پس بنا بر خاصیت عمودمنصف نقطه‌ی D‏ روی عمودمنصف
پاره‌خط C‏B‏ نیز قرار دارد.
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١
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= = = =
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١
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١
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١
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١
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١
r

⇒ + + = + +

S = ⇒ = ⇒ =١
۲

aha ha
۲S
a

١
ha

a

۲S

S = ⇒ = ⇒ =١
۲

bhb hb
۲S
b

١
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b

۲S

S = ⇒ = ⇒ =١
۲

chc hc
۲S
c

١
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c

۲s

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

١
ha

١
hb

١
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a

۲S
b

۲S
c

۲S

= = = = ⇒ + + =
a + b + c

۲S
۲p
۲S

p

S

١
r

١
ha

١
hb

١
hc

١
r

= =BAD̂ CAD̂ − →−
محاطی

BD
⌢

CD
⌢

BD = CD− →−−−−−−−−−−−−
ق کمان ها و وترهای مساوی
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فرض: ذوزنقه متساوی‌الساقین است.                        حکم: ذوزنقه محاطی است.84

 

فرض: ذوزنقه محاطی است.                                                حکم: ذوزنقه متساوی‌الساقین است.

در این ذوزنقه زاویه‌های مجاور به ساق برابرند در نتیجه ذوزنقه متساوی‌الساقین است.

مجموع سه قطاع با زاویه‌ی ۰‏۲‏۱‏ درجه تشکیل یک دایره کامل می‌دهد بنابراین داریم:85

مجموع سه قطاع با زاویه ۰‏۶‏ درجه تشکیل یک نیم‌دایره می‌دهد بنابراین داریم:
= مساحت ناحیه هاشور خورده
مساحت نیم‌دایره - مساحت مثلث C‏B‏A‏
= مساحت ناحیه هاشور خورده

+ = ١۸۰° + = ١۸۰°Â D̂ −→−
=Ĉ D̂

Â Ĉ

+ = ١۸۰° + = ١۸۰°Â D̂ −→−
=Â B̂

B̂ D̂

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

⇒ محاطی است ABCD ذوزنقه

AB || DC , AD مورب + = ١۸۰°− →−−−−−−
ق خطوط موازی

Â D̂

+ = ١۸۰°Â Ĉ

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

⇒ + D = + ⇒ = =Â Â Ĉ D̂ Ĉ − →−−−−−−−
ق زاویه های مکمل

Â B̂

طول نخ = ۲r + ۲r + ۲r + محیط یک دایره = ۶r + ۲πr

− = − = ( − )
۳–√

۴
(۲r)۲

πr۲

۲

۴ ۳–√

۴
r
۲ πr۲

۲
r
۲ ۳

–
√ π

۳
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می‌دانیم که مثلث B‏A‏O‏ متساوی‌الاضلاع است. و برای پیدا کردن فاصله‌ی وتر از مرکز باید نقطه‌ی O‏ را بر وتر عمود کنیم86
سپس طول پاره‌خط H‏O‏ را به دست آوریم. قطر عمود بر وتر، وتر را نصف می‌کند بنابراین  پس در مثلث

قائم‌الزاویه‌ی H‏OA‏ داریم:

 

87 

88

AH = ۵

= = ۵۷۵
−−

√ ۳
–

√OH = ⇒ OH =−OA۲ AH۲
− −−−−−−−−−

√ −١۰
۲

۵۲
− −−−−−

√

AC || BD ⇒ =AD
⌢

BC
⌢

= = ١۸۰°ACB
⌢

ADB
⌢

− = − ⇒ = ⇒ AC = BDACD
⌢

BC
⌢

ADB
⌢

AD
⌢

AC
⌢

BD
⌢

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

OA = OC

OB = OD ⇒ O B ≅O D۰/۲۵ A
△

C
△

۰/۲۵

AB = BC

⇒ زاویه مرکزی = ⇒ =Ô١ Ô۲ ۰/۲۵ AB
⌢

CD
⌢

۰/۲۵
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فرض کنید در دایره به مرکز O‏ وتر D‏C‏ بزرگتر از وتر B‏A‏ باشد. از O‏ عمودهای H‏O‏ و  را بر این دو وتر وارد می‌کنیم.89
می‌دانیم اگر از مرکز دایره به وتری از دایره عمود کنیم، آن وتر نصف می‌شود. داریم:

چون  و  نتیجه می‌گیریم:                        

اگر  باشد، با توجه به )۱‏( نتیجه می‌گیریم  و برعکس.

وترهای  و  از دایره‌ی C‏ در نقطه‌ی M‏ یک‌دیگر را قطع کرده‌اند. پاره‌خط  را رسم می‌کنیم.90

زاویه‌های  و  محاطی هستند.                         

)   )زاویه‌ی خارجی مثلث 

دایره‌ی C‏ و نقطه‌ی M‏ را خارج آن درنظر می‌گیریم. مماس T‏M‏ و قاطع 'AA‏M‏ را نسبت به این دایره رسم می‌کنیم. از T‏ به91

A‏ و 'A‏ وصل می‌کنیم. دو مثلث  و  متشابهند، زیرا:

غلط92

OH '
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دو مماس93

مکمل94

95

نادرست 96

درست 97

درست 98

برهان: از سه نقطه‌ی A‏ و B‏ و C‏ از چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ یک دایره می‌گذرد با استفاده از برهان خلف ثابت می‌کنیم این دایره99
از نقطه‌ی D‏ نیز می‌گذرد. فرض می‌کنیم نقطه‌ی برخورد خط D‏C‏ با دایره باشد. از  به A‏ وصل می‌کنیم. چون

چهارضلعی  محاطی است بنابراین: 

( پس حکم برقرار است. بنابراین:  به تناقض رسیدیم: زیرا  )D‏ زاویه خارجی 
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