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: ماتریس و کاربردهای آن1فصل   

هادرس اول: ماتریس و اعمال روی ماتریس  

از اعداد حقیقی، شامل تعدادی سطر و ستون یک ماتریس نامیده می شود. هر عدد حقیقی واقع در  هر آرایش مستطیلیماتریس: 

 دهیم.نشان می 𝒋و هر ستون را با  𝒊ماتریس را درایه می گوییم. که در ماتریس هر سطر را با 
 

نمایش یک ماتریس
ماتریس 𝑨𝒎×𝒏 دارای 𝒎 سطر و 𝒏ستون
⇒                    𝑨𝒎×𝒏 = [𝒂𝒊𝒋] = [

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐

…
…

𝒂𝟏𝒏
𝒂𝟐𝒏

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒂𝒎𝟏 𝒂𝒎𝟐 ⋯ 𝒂𝒎𝒏

] 

×𝒎نکته:  𝒏 نامند.را مرتبه ماتریس می 

 : 1مثال

 

 

𝟐×𝟐[𝒂𝒊𝒋]: فرض کنید 2مثال =
{

𝒂𝒊𝒋 = 𝟏                    𝒊 < 𝒋

𝒂𝒊𝒋 = 𝟓                    𝒊 = 𝒋

𝒂𝒊𝒋 = −𝟐                𝒊 > 𝒋
 را بیابید. Aباشد.ماتریس  

 

 

 

 

 

𝑨اگر : 3مثال = [
𝟏 𝟐 𝟑
𝟒 𝟏 𝟕
𝟐 𝟎 −𝟏

𝒂𝟐𝟏باشد حاصل  [ + 𝟐𝒂𝟑𝟐 − 𝟑𝒂𝟑𝟑 .را بیابید 
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𝟐×𝟐[𝒂𝒊𝒋]: فرض کنید 4مثال
= {
𝒊 − 𝒋 + 𝒊𝒋                    𝒊 ≥ 𝒋
𝒊 + 𝒋 − 𝒊𝒋                    𝒊 < 𝒋

  را بیابید. Aباشد.ماتریس  

 

 

 

𝑨فرض کنید : 5مثال = [𝒊 + 𝒋 − 𝒊𝒋]
𝟐×𝟑

 را بیابید. Aباشد.ماتریس  

 

 

 

 

 

 : معرفی چند ماتریس خاص

 :ستون میباشد مانند  𝒏ماتریسی است که دارای یک سطر و : یس سطریترما( 1

 

 

 

 :سطر و یک ستون میباشد مانند mماتریسی است که دارای  : ماتریس ستونی (2

 

 

 

 :برابرندماتریسی که تعداد سطر و ستون آن با هم  : ماتریس مربعی( 3

 قطر اصلی:

 قطر فرعی:

  در شکل روبرو درایه های بالای قطر اصلی و پایین قطر اصلی به شکل مقابل هستند.: نکته
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 :صفرند مانند زیر قطر اصلیماتریسی مربعی است که در آن درایه های واقع در   :ماتریس بالا مثلثی( 4

 

 

 

 

 :است که درآن درایه های واقع برقطر اصلی وزیرآن  صفرند مانندماتریسی مربعی  : ماتریس اکیدابالا مثلثی( 5

 

 

  

 

 :صفرند مانند ماتریسی مربعی است که درآن درایه های واقع دربالای قطر اصلی آن :ماتریس پایین مثلثی( 6

 

 

 

 

 :آن صفرند. مانند ماتریسی مربعی است که در آن درایه های واقع بر قطر اصلی و بالای : ماتریس اکیدا پایین مثلثی( 7

 

 

 

 

 

 :ماتریسی مربعی است که در آن درایه های بالا و پایین قطر اصلی آن  صفرند مانند: ماتریس قطری( 10
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 :ماتریسی قطری است که درایه های واقع بر قطر اصلی آن  برابرند مانند : ماتریس اسکالر( 11

 

 

 

 

 

و این  در آن تمام درایه های واقع بر قطر اصلی یک و بقیه درایه ها صفرند ماتریسی مربعی است که(: ماتریس همانی )واحد( 12

 دهند. مثال: نیز نمایش می 𝑰𝒏ماتریس را با 

 

 

 

 

 

 توان به صورت حاصلضرب عدد اسکالر در ماتریس همانی نوشت.هر ماتریس اسکالر را می نکته: 

 

 

 

 

 .نشان می دهیم Oی درایه های آن صفر باشند، ماتریس صفر را با نماد هماتریسی است که هم : ماتریس صفر( 13

 

 

 

 .؛ هم بالا مثلثی هستند و هم پایین مثلثیماتریس قطری  :نکته

𝟏ماتریس  نکته: ×  باشد.همان تک عدد و تک درایه می 𝟏
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 ها:الف: جمع و تفریق ماتریس

  .هم جمع و تفریق شوندمی توانند با  هم مرتبهفقط و فقط ماتریس های  نکته:
 برای جمع و تفریق ماتریس ها باید حتما هم مرتبه باشند. و ماتریس حاصل ماتریسی هم مرتبه با آنها است که از جمع و تفریق 

 شود.درایه های نظیر به وجود آمده است. هر درایه با درایه مربوط به خود جمع می

 :6مثال

 

 

 

 

 ب: ضرب عدد در ماتریس: 

 شود.های آن ماتریس ضرب میدر یک ماتریس ضرب شود آن عدد در تک تک درایهاگر عددی 

توان از آن عدد پذیر باشند میاگر تمام اعداد یک ماتریس بر عددی بخش ینکته: در ماتریس خاصیت فاکتورگیری برقرار است.یعن

 فاکتور گرفت و دربیرون ماتریس نوشت.

 : 7مثال

 

 پ: قرینه یک ماتریس: 

 است.( ضرب کنیم( در این صورت آن ماتریس قرینه شده-1های یک ماتریس را قرینه کنیم )در عدد )تمام درایهاگر 

 آید.دهد که سوال در مسائل زیاد داریم مورد می( به ما میOاش ماتریس صفر )نکته: جمع هر ماتریس با قرینه

𝑨+ 𝑩 = �̅�
 
⇒𝑨 = −𝑩 

 

 

 

 :دو ماتریس مساویت: 

𝐁 را مساوی گوییم و می نویسیم  𝐁 و 𝐀 دو ماتریس = 𝐀هرگاه : 

 .ب: درایه های نظیر به نظیر آن ها با هم برابر باشدباشند     الف: دارای مرتبه یکسان 
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]: اگر 8مثال
𝟑 𝒙 + 𝟏
𝟒 𝟓

] = [
𝒙 − 𝟏 𝟓
𝒙 − 𝟑𝒚 𝟓

 را بیابید.  𝐲 و 𝐱مقدار  .باشد [

 

 

]: اگر 9مثال
𝟑𝒙 − 𝒚 𝟎
𝒛 + 𝟑 𝟒

] = [
𝟓 𝒙 − 𝟐𝒚
𝟒 −𝒕

𝒙مقدار  .باشد [ + 𝒚 + 𝒛 + 𝒕 .را بیابید 

 

 

 

 

 

 

 های مهم: تمرین

𝐁 اگر -1 = [
𝟎 −𝟏 𝟐
𝟏 −𝟐 𝟏

] 𝑨 و = [−𝟏 𝟐 𝟑
𝟒 𝟎 𝟓

𝑨را طوری بیابید که  Cباشد آنگاه ماتریس  [ + 𝟐𝑩− 𝑪 = �̅� 

 

 

 

 

 

𝑩  اگر  -2 = [𝟔 − 𝒊𝒋]𝟑×𝟑و 𝑨 = [𝒊 − 𝒋𝟐]
𝟑×𝟑

 بیابید. 1های سطر دوم رباشد.مجموع درای 
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𝑩  اگر  -3 = [
−𝟑 𝟏
𝟒 𝟎

] 𝑨 و = [𝒊 − 𝟐𝒋]𝟐×𝟐  باشد.ماتریس𝐀− 𝟐𝐁  .را بیابید 

 

 

 

 

𝑨   ماتریس-4 = [𝒊𝟐 − 𝟑𝒋 ]
𝟐×𝟐

 را بیابید. 

 

 

 

 های زیر را بیابید.ماتریس -5

:الف 𝐴 = [𝒂𝒊𝒋]𝟐×𝟐 = {
𝟐𝒊                    𝒊 < 𝒋
𝒊 − 𝟑𝒋            𝒊 = 𝒋
−𝟐𝒊 + 𝒋        𝒊 > 𝒋

 

 

 

 

:ب 𝐁 = [𝒃𝒊𝒋]𝟑×𝟑 = 

{
 

 
𝟏 

𝟐
           𝒊 < 𝒋

√𝟐          𝒊 = 𝒋
−𝟐          𝒊 > 𝒋

 

 

 

 

:پ 𝐶 = [𝒄𝒊𝒋]𝟑×𝟒 = [𝒊
𝟐 − 𝟐𝒊𝒋] 

 

 

 

 



9 

 

𝐴 اگر -6 = [𝒂𝒊𝒋]𝟑×𝟑   باشد و بصورت[𝒂𝒊𝒋]𝟑×𝟑 =
{

𝒊𝒋                    𝒊 < 𝒋

𝒊𝟐                   𝒊 = 𝒋
𝟐𝒊 − 𝒋                𝒊 > 𝒋

 را بیابید. Aباشد.ماتریس  

 

 

 

 

𝟓𝑨اگر  -7 + 𝟐𝑩 = [
𝟏 𝟐 𝟑
𝟒 −𝟏 𝟓

𝐁  و  [ = [
𝟐 𝟏 𝟒
𝟏 −𝟐 𝟏

 را بیابید. Aباشد ماتریس [

 

 

 

 

𝑨اگر  -8 = [
𝒂𝒃 𝟏
𝟒 𝒂 + 𝒃

𝑩و  [ = [
−𝟑 𝟏
𝟒 𝟎

𝒂𝟐باهم برابر باشند مقدار  [ + 𝒃𝟐 .را بیاید 

 

 

 

 

+𝑩دو ماتریس مربعی مرتبه دو باشند و داشته باشیم  𝑩 و 𝑨فرض کنید  -9 𝟓𝑨 = [
𝟑 𝟏
𝟒 𝟓

] 𝟑𝑨 و  − 𝟐𝑩 = [𝟕 𝟏𝟏
𝟓 −𝟏𝟎

در این  [

 را بیابید. B و  Aصورت مقدار ماتریس 
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𝑨 هایماتریس -10 = [
𝟐 𝟑
𝟓 𝟏

]  𝑩 = [
𝒙 + 𝟏 𝒚 + 𝟐
𝟑 𝟐

𝑨را در نظر بگیرید، اگر  [ +𝑩 = [
𝟓 𝟒
𝟖 𝟑

باشد در این صورت مقادیر   [

 مجهول را بیابید. 

 

 

 

 

 ضرب دو ماتریس:

شوند تعداد ستون های دقت میکنیم این است که وقتی دو ماتریسی که کنار هم نوشته مینکته : برای ضرب اولین موضوعی که به آن 

𝑨𝒎×𝒏اولی با تعداد سطر های دومی باید با هم برابر باشند در غیر این صورت امکان ضرب وجود ندارد.   × 𝑩𝒏×𝒕 =

𝑪𝒎×𝒕                                
 توجه کنید. های زیربرای ضرب دو ماتریس به مثال

[1 2 4] × [
−1
4
5
] = 

 

 برای ضرب به روش زیر عمل می کنیم

 ابتدا بررسی می کنیم ضرب قابل انجام دادن هست یا خیر. -1
 .ماتریس اولی را سطر به سطر عمل می کنیم -2

 .ماتریس دومی رو ستون به ستون عمل می کنیم -3

روش ضرب سطری در ستونی ضرب می کنیم. سپس سراغ سطر بعدی یک سطر از ماتریس اولی را با یک ستون از ماتریس دومی با   -4

 می رویم.

𝑩: فرض کنید 10مثال = [
−𝟏 𝟐 𝟒
𝟓 𝟐 𝟏

𝑨 و [ = [
𝟑 −𝟏
𝟕 𝟏

 باشند. [

𝑨ماتریس  الف: ×𝑩  و𝑩× 𝑨 و𝑨𝟐  و𝑩𝟐 .را بیابید 
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𝑨ب: درایه سطر سطر دوم ستون سوم ماتریس  ×𝑩 .را بیابید 

 نکته:

 

 

 

𝑨پ: سطر دوم ماتریس  ×𝑩 .را بیابید 

 نکته:

 

 

 

𝑨ت: ستون سوم  ×𝑩 .را بیابید 

 نکته:

 

 

 

𝑩 : اگر 11مثال = [
𝟏 𝟎 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟏

] 𝑨 و  = [−𝟏 𝟐
𝟑 𝟏

𝑪و [ = [
−𝟏 𝟎
𝟐 𝟏
𝟎 𝟑

 باشد. [

 را بیابید. 𝑨𝑩𝑪الف: ماتریس 

ماتریس اول را در هم ضرب کنیم بود باید به ترتیب از چپ به راست دو ماتریس در هم را داده 3در امتحان نهایی اگر به ما ضرب 

 سپس جواب را در ماتریس سوم ضرب کنیم.

 

 

 

 

 

 



12 

 

 رابیابید. 𝑨𝑩𝑪درایه واقع بر سطر دوم و ستون اول ماتریس ب: 

(سطر 𝒊ام ماتریس 𝑨):      𝑨𝑩𝑪از ماتریس𝒅𝒊𝒋برای یافتن عضو مهم:  تستی نکته × (𝐁ماتریس ) × (𝑪 ام ماتریس𝒋 ستون) 

 

 

 

𝑨اگر: 12مثال = [
𝟐 𝟏 −𝟑
𝟎 𝟎 𝟎
𝟒 𝟏 −𝟏

𝑩و  [ = [
𝟏 𝟐 𝟑 𝟒
𝟎 𝟏 𝟓 −𝟏
𝟐 𝟑 𝟒 𝟏

𝑨باشد در این صورت درایه سطر دوم ستون سوم    [ ×𝑩 .را بیابید   

 

 

 

 

𝑨اگر : 13مثال = [
𝟎 𝟏 −𝟏 𝟐 𝟏
𝟏 𝟐 𝟓 −𝟏 𝟏
𝟑 𝟒 𝟐 𝟎 −𝟓

𝑩 و [ =

[
 
 
 
 
𝟒 −𝟏 𝟏
𝟕 𝟐 𝟐
𝟎 𝟏 𝟏
−𝟐 𝟑 𝟐
𝟐 𝟏 𝟏 ]

 
 
 
 

𝑨باشد سطر دوم  ×𝑩 .را بیابید  

 

 

 

 

 

]: اگر 14مثال
𝟐 −𝟏
𝟏 −𝟏

] [
𝒙
𝒚] = [

𝟑
𝟏
𝒙باشد مقدار  [ + 𝒚 .را بیابید 
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𝑨: فرض کنید 15مثال = [
𝟎 𝟐
𝟑 𝟏

] 𝐁 و  = [ 𝟐 𝟑
−𝟏 𝟎

 مطلوب است مقادیرزیر را بیابید. [

𝑨الف:  ×𝑩 

𝑨)ب:  + 𝑩) × (𝑨 − 𝑩) 

𝟐𝑨𝟐پ:  − 𝟑𝑰 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 هاچند ویژگی مهم و کاربردی ضرب ماتریس

𝑨حالت کلی خاصیت جا به جایی ندارد یعنی  در هاضرب ماتریس-1 ×𝑩 ≠ 𝑩 × 𝑨. ها داریم()در جمع ماتریس 

 جایی داریم:حالت خاص برای برقراری خاصیت جابه 3

𝑨  جایی داریم یعنیالف: اگر خود سوال بگوید خاصیت جابه × 𝑩 = 𝑩 × 𝑨      

𝑨 اگر هم مرتبه و مربعی𝑩 و 𝑨برای دو ماتریس ب:   +𝑩 = 𝑰  داریم.جابه جایی باشد خاصیت 

 جایی داریم.همانی باشند در این صورت خاصیت جابه 𝑨 و 𝑩ماتریس  2پ: اگر یکی از 

 

 

𝑨𝑰ضرب همانی در ماتریس، خاصیت جابه جایی دارد: -2 = 𝑰𝑨               

 

 



14 

 

 

𝑨 اگر  -3 × 𝑩 = 𝑨 × 𝑪نمی توان نتیجه گرفت𝑩 = 𝑪 )ساده کرد( همیشه ها راماتریس تواننمیو   حذف برقرار نیست 

𝒌𝑩 اگر  = 𝒌𝑪  باشد𝒌  می توان نتیجه گرفتعدد صحیح باشد همواره𝑩 = 𝑪 

 

 . (گیریمکه در قسمت جلو یاد می نکته: وقتی خاصیت حذف برقرار است که ماتریس وارون پذیر باشد

 

𝑨).ضرب ماتریس ها خاصیت شرکت پذیری دارد -4 ×𝑩) × 𝑪 = 𝑨 × (𝑩 × 𝑪) 

 

𝑨 ماتریس ها خاصیت توزیع پذیری و فاکتور گیری داردضرب  -5 × (𝑩 ± 𝑪) = (𝑨 × 𝑩) ± (𝑨 × 𝑪) 

 

𝒊𝒇 𝒂             در اعداد حقیقی همواره داریم: -6 × 𝒃 = 𝟎
                     
⇒      𝒂 = 𝒃 یا 𝟎 = 𝟎 

𝑨 اما این خاصیت در ضرب ماتریس ها برقرار نیست یعنی اگر بدانیم × 𝑩 = 𝑶  نمیتوان نتیجه گرفت𝑨 = 𝑶 یا 𝑩 = 𝑶 

 .دو ماتریس ناصفر مثال بزند که حاصلضرب آنها ماتریس صفرشود و درستی حکم بالا را نشان دهید

 

 

 

 : کافی است فقط قطرهای اصلی را در هم ضرب کنیم.حاصلضرب دو ماتریس قطری -7

[
𝒂 𝟎 𝟎
𝟎 𝒃 𝟎
𝟎 𝟎 𝒄

] [
𝒅 𝟎 𝟎
𝟎 𝒆 𝟎
𝟎 𝟎 𝒇

] = [
𝒂𝒅 𝟎 𝟎
𝟎 𝒃𝒆 𝟎
𝟎 𝟎 𝒄𝒇

] 

 های قطر اصلی را به توان مورد نظر برسانیم.است درایهکنیم و کافیرساندن ماتریس قطری هم به همین روش عمل مینکته: در توان 

 مثال ضرب و توان ماتریس قطری:
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 باشد.کلی برقرار نمیها در حالت : خاصیت اتحاد در ماتریس هااتحادها در ماتریس

𝑨باشند یعنی جایی(خاصیت جابه )تعویض پذیر 𝑩 و 𝑨دو ماتریس تنها زمانی  ×𝑩 = 𝑩 × 𝑨  آنگاه اتحادهای زیر در مورد آنها برقرار

 .است

 اتحاد مربع دو جمله )الف

 

 

 اتحاد مزدوج )ب

 

 

 .اتحاد چاق و لاغر )پ

 

 

 

 1درس  1ای فصلهای دورهتمرین

𝑩اگر ضرب ماتریسی -1 = [
𝟒 𝟑
𝟑 𝟒

] 𝑨و  = [𝒙 𝒚
𝟐 −𝟏

𝒙]پذیر باشند حاصل تعویض [ 𝟐 −𝒚] × [
𝟑
𝟐
−𝒙
]  را بیابید. =
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𝑩اگر -2 = [
𝟏 −𝟐
𝟑 𝟐

] 𝑨و  = [𝟒 𝒂
𝒃 −𝟏

𝑨را جنان بیابید که  𝒃 و 𝒂باشد مقدار  [ ×𝑩 .ماتریسی قطری شود 

 

 

 

 

 

𝑨𝟐اگر  -3 = [
𝟐 𝟎
𝟎 𝟐

] 𝑨و  = [𝒙 𝒚
𝟏 −𝟏

 را بیابید. 𝒚 و 𝒙باشدآنگاه مقدار  [

 𝑨هایی هم وجود دارد که ماتریس نیز قطری است. البته مثال 𝑨توان لزوما نتیجه گرفت نیز قطری باشد نمی𝑨𝟐اگر  نکته مهم: 

 باشد.قطری باشد ولی همیشه درست نمی

 

 

 

 

𝑨 اگر -4 −𝑩 = [
𝟑 𝟎
𝟔 𝟔

] 𝑩𝟐 و = [𝟐 𝟎
𝟎 𝟐

] 𝑨𝟐و  = [𝒙 𝒚
𝟏 −𝟏

𝑨𝑩باشد مقدار  [ +𝑩𝑨 .را بیابید 
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𝑨اگر -5 = [
𝟑 𝟎 𝟎
𝟕 𝟐𝒂 𝟎
𝟖 𝟒 −𝟏

𝑩و  [ = [
𝟐𝒃 𝟎 𝟎
𝟓 𝟒 𝟎
𝟓 𝟔 𝟒𝒄

𝟒𝒂و  [ + 𝟑𝒃 − 𝟐𝒄 =  را بیابید.  𝑩𝑨باشد مجموع عناصر روی قطر اصلی 𝟕

 

 

 

 

 

 

 

 

𝟏]های معادله حاصل جمع ریشه-6 −𝟏 𝟐] [
𝒙 𝟏 −𝟏
−𝟏 𝟐 𝟐
𝟎 𝒙 𝟏

] [
−𝟐
𝒙
𝟏
] = �̅�  .را بیابید 

 

 

 

 

 

𝟑𝒙]در معادله ماتریسی  -7 𝟐] [
𝟏 −𝟐
−𝟑 𝟔

] [
−𝟏
𝟏
] = �̅�  مقدار𝒙 .را بیابید 
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𝑨اگر  -8 −𝑩 = −𝒌𝑰  باشد حاصل𝑨𝟐 − 𝑨𝑩+ 𝒌𝑩  .را بیابید 

 

 

 

 

 ها:های بالا در ماتریستوان

𝑨اگر  -9 = [
𝟐 −𝟏
𝟑 −𝟐

𝑨𝟕باشد ماتریس  [ − 𝑨𝟒 .کدام است 

 

 

 

 

𝑨نهایی: اگر -10 = [
𝟐 −𝟏
𝟑 −𝟐

𝑨𝟐و  [ = 𝜶𝑨+ 𝜷𝑰  باشد دوتایی(𝜶, 𝜷) .را بیابید 

 

 

 

 

𝑨اگر  -11 = [
𝟐 𝟎
𝟎 𝟏

𝑨𝒏حاصل  [ −𝑨𝒏−𝟏 .را بیابید 

 

 

 

𝑨اگر  -12 = [
𝟎 𝟎 −𝟏
𝟎 𝟐 𝟎
𝟓 𝟎 𝟎

 را بیابید. 𝑨𝟏𝟏باشد  [
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𝑨اگر  -13 = [
𝟏 𝟏
𝟏 𝟏

 را بیابید. 𝑨𝟕حاصل  [

 

 

 

 

𝑨𝟐اگر  -14 = 𝑰  باشد آنگاه𝑨𝟏𝟑𝟗𝟕 + 𝑨𝟏𝟑𝟗𝟖  .را بیابید 

 

 

 

 

𝑨اگر  -15 = [
𝟕 −𝟖
𝟔 −𝟕

𝑨𝟏𝟒𝟔 های مجموع درایه  باشد آنگاه [ − 𝑨𝟏𝟑𝟗 .را بیابید 

 

 

 

 

− 𝑨)اگر  -16 𝑰)𝟐 = �̅�  باشد آنگاه𝑨𝟒 .را بیابید 

 

 

 

𝑨اگر  -17 = [
𝟏 𝟐 −𝟐
𝟏 𝟎 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟐

 را بیابید.  𝑨𝟐باشد درایه سطر دوم  [
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 وارون یک ماتریس:  

𝑨هرگاه است 𝑩، ماتریسی مانند  𝑨در ماتریس ها وارون ماتریس ناصفر ×𝑩 = 𝑰
𝑩 × 𝑨 = 𝑰

 

 .دهندنمایش می 𝑨−𝟏را با  𝑨وارون ماتریس 

𝑨𝟑مثال: اگر  = 𝑰 های زیر برقرار است.باشد در این صورت حال 

 

 :2×2دترمینان یک ماتریس 

 برای اینکه بتوانیم وارون یک ماتریس را محاسبه کنیم باید با مفهوم دترمینان آشنا شویم.

𝑨𝟐×𝟐دترمینان ماتریس  = [
𝒂 𝒃
𝒄 𝒅

حاصلضرب درایههای قطر اصلی:              [ − هایدرایه قطر فرعی حاصلضرب  = 𝒂𝒅− 𝒃𝒄 

 دهند.نمایش می |𝑨|را با  𝑨دترمینان ماتریس 

 

 

 

 وارون ندارد..پس اگر دترمینان ماتریسی برابر صفر شود ، ماتریس  آن صفر نشودنکته: یک ماتریس وقتی وارون دارد که دترمینان 

 .شود 𝑰توان ماتریسی پیدا کرد که اگر در خود ماتریس ضرب شود حاصلیعنی نمی .گوییم وارون پذیر نیستاصطلاحا می

 : 2×2روش محاسبه ماتریس وارون 

 باشد(.پذیر نمیکنیم و نباید صفر باشد ) اگر صفر بود که میگوییم ماتریس واروندترمینان ماتریس داده شده را محاسبه می -1

 کنیم.های روی قطر فرعی را قرینه میو درایهکنیم های روی قطر اصلی را عوض میجای درایه -2

 شود.کنیم و وارون ماتریس حاصل میمعکوس دترمینان را در ماتریس جدید ضرب می -3

𝑨𝟐×𝟐 = [
𝒂 𝒃
𝒄 𝒅

]
معکوس میکنیم
⇒      𝑨−𝟏 =

𝟏

|𝑨|
[ 𝒅 −𝒃
−𝒄 𝒂

] 

 

 مهم وارون:نکات 

𝑰−𝟏وارون ماتریس همانی خودش است.  -1 = 𝑰            و|𝑰| = 𝑰𝒏             و                  𝟏 = 𝑰 

2-                                               

       (𝒌𝑰)−𝟏 = 𝟏

𝒌
𝑰 
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 : 2×2های پذیری ماتریسنکات مهم وارون

:الف (𝒌𝑨)−𝟏 =
𝟏

𝒌
𝑨−𝟏                                         ب: (𝑨 × 𝑩)−𝟏 = 𝑩−𝟏 × 𝑨−𝟏 

:پ (𝑨𝒏)−𝟏 = (𝑨−𝟏)
𝒏
:ت                                          (𝑨−𝟏)

−𝟏
= 𝑨 

:ث (𝑩−𝟏𝑨𝑩)
𝒏
= 𝑩−𝟏𝑨𝒏𝑩                                              ج: |𝑨𝒏| = |𝑨|𝒏                            

:چ |𝑨𝒏|−𝟏 = |𝑨−𝟏|
𝒏
=

𝟏

|𝑨|𝒏
  

 

 : وارون هر ماتریس مربعی در صورت وجود یکتاست.قضیه یکتایی وارون

𝑩دهیم باشند در این صورت نشان می Aهر دو وارون ماتریس  Cو  Bهای ماتریساثبات: فرض کنید  = 𝑪 .است 

{
 𝑨𝑩 = 𝑩𝑨 = 𝑰
𝑨𝑪 = 𝑪𝑨 = 𝑰

 از طرفی میتوان نوشت
⇒           𝑩 = 𝑰𝑩 = 𝑪𝑨𝑩 = 𝑪𝑰 = 𝑪

پس داریم
⇒    𝑩 = 𝑪 

 

𝑨را طوری بیابید که ماتریس  𝒂: مقدار 18مثال = [
𝒂 + 𝟏 𝟏
𝟐 𝒂 + 𝟐

 نیز وارون پذیر باشد. [

 

 

 های زیر را محاسبه کنید.:  وارون ماتریس19مثال

𝑨 :الف = [ 𝟏 𝟑
−𝟏 𝟐

] 

 

 

𝑩 :ب = [ 𝟑 𝟎
−𝟏 𝟐

] 

 

 

𝑪 :پ = [ 𝟓 𝟐
𝟏𝟎 𝟒

] 
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𝑫 :ت = [𝒄𝒐𝒔𝒂 −𝒔𝒊𝒏𝒂
𝒔𝒊𝒏𝒂 𝒄𝒐𝒔𝒂

] 

 

 

 

𝑬 :ث = [𝒂 𝟎
𝟎 𝒃

] 

 

 

 .معکوس کنیم نکته : برای وارون کردن ماتریس قطری کافی است درایه های روی قطر اصلی را

𝑩های : اگر ماتریس20مثال = [
𝟏 − 𝒃 𝟐
−𝒃 𝟑

] 𝑨 و = [𝒂 + 𝟐 𝟑
𝒂 −𝟒

𝑨باشند حاصل دو ماتریسی باشند که معکوس پذیر نمی [ ×𝑩  را

 بیابید.

 

 

 

 

 

𝑨: اگر 21مثال = [
−𝟏 𝟎
𝟒 𝟏

𝑨−𝟏)باشد حاصل   [ + 𝑰)(𝑨 + 𝑰) .را بیابید 

 

 

  

𝑨𝟑: اگر 22مثال = 𝑰  آنگاه𝑨−𝟏 را بیابید. 
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𝑩: اگر  23مثال = [
𝟓 𝟏𝟑
−𝟕 𝟏𝟓

] 𝑨 و = [ 𝟏 𝟏
−𝟐 −𝟏

 های زیر را بیابید.باشند حاصل عبارت [

:الف (𝑩𝑨𝑩−𝟏)
𝟏𝟒
= 

:ب |𝑨 − 𝑩| = 

 

 دستگاه دو معادله دو مجهول:

}اگر دستگاه 
𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 = 𝒄
𝒂 ́𝒙 + 𝒃 ́𝒚 = 𝒄 ́

]را بخواهیم به صورت ماتریس بنویسیم به صورت  
𝒂 𝒃
𝒂 ́ 𝒃 ́

] [
𝒙
𝒚] = [

𝒄
𝒄 ́
]. 

]نکته: 
𝒂 𝒃
𝒂 ́ 𝒃 ́

]را ماتریس ضرایب و ماتریس  [
𝒙
𝒚]  را ماتریس مجهول و[

𝒄
𝒄 ́
 نامند.را ماتریس مقادیر معلوم می [

𝑨𝑿بنابراین شکل ماتریسی دستگاه بالا به فرم  = 𝑩 شود.نبدیل می 

𝑨𝑿           کنیم.برای حل این ماتریس به روش مقابل عمل می = 𝑩
 ضرب در ماتریس معکوس
⇒            𝑨𝟏(𝑨𝑿) = 𝑨−𝟏𝑩

           
⇒   𝑿 = 𝑨−𝟏𝑩             

𝟏: اگر 25مثال

𝟐
[
−𝟐 −𝟒
𝟔 𝟏𝟒

] × 𝑨 = [
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

 را بیابید. Aماتریس  [

 

 

 

 

 های زیر را به روش ماتریس وارون حل کنید.مثال: دستگاه

{
𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝟎
𝟒𝒙 + 𝟓𝒚 = 𝟏
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{
𝒙 − 𝟓𝒚 = −𝟏
𝟒𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝟏𝟗

 

 

 

 

 

 تعبیر هندسی دستگاه دو معادله دو مجهول

}دستگاه 
𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 = 𝒄
𝒂 ́𝒙 + 𝒃 ́𝒚 = 𝒄 ́

 متشکل از دو معادله خط است. اگر خاصی در دستگاه صدق کند جواب دستگاه است. 

,𝒙)مقدار  وقتی برای حل دستگاه  𝒚) آوریم.آوریم یعنی محل تلاقی دو خط را به دست میبه دست می  

 کنیم.حال باشد وضعیت دو خط را باهم پیدا می

𝒂                           خط متقاطع باشند: الف: اگر دو

𝒃
≠
�́�

�́�

                 
⇔    𝒎 ≠ �́�

                 
 پس یک جواب منحصربه فرد دارد    ⇔

𝒂.منطبق نیستندهستند اما  موازی دو خطب: 

𝒃
=
𝒂 ́

𝒃 ́
≠
𝒄

�́�

                 
⇔    𝒎 = �́�

                 
                                    جواب ندارد    ⇔

𝒂        .موازی و منطبق هستنددو خط پ: 

𝒃
=
𝒂 ́

𝒃 ́
=
𝒄

�́�

                 
⇔    𝒎 = �́�

                 
                             بیشمار جواب دارد    ⇔

|𝑨|)ماتریس مخالف صفردترمینان  الفنکته مهم: در حالت  ≠  فرد دارد.در این صورت دستگاه جواب منحصربه  است (𝟎

|𝑨|)ب و پ دترمینان صفرولی در حالت   =  باشد.می  (𝟎

}را طوری بیابید که دستگاه  𝒃 و 𝒌: مقدار 26مثال
𝟑𝒙 − 𝒚 = 𝒌
𝟐𝒙 + 𝒃𝒚 = 𝟕

 بیشمار جواب داشته باشد. 

 

  

 

}را طوری بیابید که دستگاه 𝒂: مقدار 27مثال
𝟒𝒙 − 𝒚 = 𝟐
𝒂𝒙 + 𝟐𝒚 = 𝟑

 جواب نداشته باشد. 
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}را طوری بیابید که دستگاه 𝒎مقدار : 28مثال
𝒎𝒙 + 𝟑𝒚 = −𝟑

𝟒𝒙 + (𝒎 + 𝟒)𝒚 = 𝟐
 جواب نداشته باشد. 

 

 

 

 

 

 : 3×3دترمینان ماتریس 

𝑨𝟑×𝟑به صورت  3×3فرم کلی ماتریس  = [𝒂𝒊𝒋] = [

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐 𝒂𝟏𝟑
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐 𝒂𝟐𝟑
𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟐 𝒂𝟑𝟑

 باشد.نیز می [

 .اول: ابتدا تصمیم می گیریم که با کدام سطر یا ستون میخواهیم دترمینان را محاسبه کنیمگام 

  .گام دوم: از اولین درایه برای تمام درایه ها میتوان به صورت یک در میان علامت مثبت و منفی در نظر گرفت

ضرب شود. روش به دست آوردن این دترمینان به این صورت است که تمام درایه هایی  2 2گام سوم : هر درایه باید در یک دترمینان

 که در سطر و ستون این درایه ی مورد نظر هست را حذف میکنیم و بقیه را در دترمینان مورد نظر مینویسیم.

  های زیر را بیابید.: دترمینان ماتریس29مثال

𝑨 = [
𝟏 𝟐 −𝟐
𝟏 𝟎 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟐

] = 

 

 

 

 

𝑨 = [
𝟓 −𝟏 𝟐
𝟑 𝟒 −𝟕
−𝟏 𝟐 𝟓

] = 
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 :3×3روش ساروس در دترمینان ماتریس 

|𝑨| = |
𝒂 𝒃 𝒄
𝒅 𝒆 𝒇
𝒈 𝒉 𝒊

|
𝒂 𝒃
𝒅 𝒆
𝒈 𝒉

          
⇒  |𝑨| = (𝒂𝒆𝒊 +𝒃𝒇𝒈 + 𝒄𝒅𝒉) − (𝒃𝒅𝒊 + 𝒂𝒇𝒉 + 𝒄𝒆𝒈) 

 های زیر را به روش ساروس محاسبه کنید.: دترمینان ماتریس30مثال

𝑨 = [
𝟏 𝟐 −𝟐
𝟏 𝟎 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟐

] = 

 

 

 

𝑨 = [
𝟓 −𝟏 𝟐
𝟑 𝟒 −𝟕
−𝟏 𝟐 𝟓

] = 

 

 

 

 برخی خواص دترمینان برای حل انواع سوالات: 

 آوریم.های دترمینان را میهای دترمینان استفاده کنیم. در قسمت پایین برخی ویژگیگاهی اوقات در سوالات باید از ویژگی

𝟐: اگر دو سطر یا دو ستون ماتریس 1ویژگی  × 𝟑 و𝟐 ×  باهم برابر بودند دترمینان این ماتریس صفر است. 𝟑

𝑨 = [
𝟏 𝟐 −𝟐
𝟓 𝟕 𝟏
𝟏 𝟐 −𝟐

]
            
⇒   |𝑨| = 𝑩      یا       𝟎 = [

𝟏 𝟓 𝟏
𝟏 𝟒 𝟏
𝟐 𝟔 𝟐

]
            
⇒    |𝑩| = 𝟎 

 شود.نیز ضرب می 𝒌برابر کنیم بنابراین دترمینان این ماتریس در همان عدد  𝒌: اگر یک سطر یا ستون یک ماتریس را 2ویژگی 

  

𝑨 = [
𝒂 𝒃 𝒄
𝒅 𝒆 𝒇
𝒈 𝒉 𝒊

]
            
⇒      [

𝒌𝒂 𝒌𝒃 𝒌𝒄
𝒅 𝒆 𝒇
𝒈 𝒉 𝒊

]
            
⇒    |𝑩| = 𝒌|𝑨| 

𝑨 = [
𝒂 𝒃 𝒄
𝒅 𝒆 𝒇
𝒈 𝒉 𝒊

]
            
⇒      [

𝒂 𝒃 𝒌𝒄
𝒅 𝒆 𝒌𝒇
𝒈 𝒉 𝒌𝒊

]
            
⇒    |𝑩| = 𝒌|𝑨| 
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|𝑨𝟑×𝟑|مثال: اگر  = −باشد و سطر اول ماتریس را در  𝟒−
𝟑

𝟐
−و ستون دوم آن را در   

𝟏

𝟔
ضرب کنیم در این صورت دترمینان ماتریس  

A .را بیابید 

 

 

 

𝑨سوال نهایی: اگر  = [
𝟏 −𝟐 𝟑
𝒂 𝒃 𝒄
𝟎 −𝟏 𝟐

𝑩باشد و  [ = [
−𝟐 𝟒 −𝟔
𝒂 𝒃 𝒄
𝟎 𝟑 −𝟔

|𝑩|باشد و بدانیم  [ ≠ باشد در این صورت  𝟎
|𝑨|

|𝑩|
را بیابید.) با  

 دلیل(

 

 

 

 

 باشند در این صورت رابطه مقابل همواره برقرار است. 𝒏دو ماتریس مربعی مرتبه  𝑨 و 𝑩: اگر 3ویژگی 

|𝑨 × 𝑩| = |𝑩 × 𝑨| = |𝑨| × |𝑩| 

 مثال: 

 عددی طبیعی باشد در این صورت رابطه مقابل همواره برقرار است. 𝒏یک ماتریس مربعی و  𝑨 : اگر 4ویژگی 

 |𝑨𝒏| = |𝑨|𝒏 

 مثال: 

 

 

 

 های قطر اصلی است.: دترمینان هر ماتریس قطری و اسکالر حاصل ضرب درایه5ویژگی 

𝑨 = [
𝒙 𝟎 𝟎
𝟎 𝒚 𝟎
𝟎 𝟎 𝒛

]
                     
⇒       |𝑨| = 𝒙𝒚𝒛 
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 عددی طبیعی باشد در این صورت رابطه مقابل همواره برقرار است. 𝒌باشند و  𝒏یک ماتریس مربعی مرتبه  𝑨 : اگر 6ویژگی 

 |𝒌𝑨| = 𝒌𝒏|𝑨| 

|𝒌𝑨|باشد در این صورت : 3*3یک ماتریس مربعی  𝑨به طور مثال فرض کنید ماتریس  = 𝒌𝟑|𝑨|                                               

|𝒌𝑰|باشد در این صورت : 3*3یک ماتریس مربعی  𝑰به طور مثال فرض کنید ماتریس  = 𝒌𝟑|𝑰| = 𝒌𝟑                                       

|𝑨𝟑×𝟑|مثال: اگر  = 𝟏| و|𝟑𝑨|باشد در این صورت حاصل  𝑰𝟑×𝟑و   𝟒−
𝟐
𝑨| |و − 𝟑𝑰|  و||𝑨|𝑨|.را بیابید 

 

  

𝑨مثال: اگر رابطه ماتریسی  × [
𝟐 𝟏
𝟎 𝟏

] = [
𝟐 𝟐
𝟒 𝟐

 را بیابید. 𝑨برقرار باشد در این صورت دترمینان ماتریس  [

 

 

 

 

|𝑨|و باشند  𝟑یک ماتریس مربعی مرتبه  𝑨 مثال: اگر  = 𝑨𝟐و  𝟓 − 𝟒𝑨 = 𝟓𝑰  باشد حاصل|𝑨 − 𝟒𝑰| .را بیابید 

 

 

 

  

|𝑨|مثال نهایی: اگر  = 𝒌  باشدو𝑨 = [
𝟓𝒌 𝒌
𝟓 𝟒𝒌𝟐

 را بیابید. 𝐤در اینصورت  [
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𝑨مثال نهایی: اگر  = [
𝟓|𝑨| |𝑨|

−𝟑 |𝑨|𝟐
 را بررسی کنید. Aپذیری ماتریس و وارون را بیابید |𝐀|در اینصورت  [

 

 

 

 

 

𝑨 نهایی: اگر = [
|𝑨| 𝟎 𝟏
𝟏 |𝑨| 𝟏
𝟎 𝟐 𝟏

 را بیابید. |𝑨|باشد. مقدار  [

 

 

 

  

 

𝑨نهایی: ماتریس = [𝒂𝒊𝒋]𝟑×𝟑  به صورت𝒂𝒊𝒋= {
𝟏              𝒊 = 𝒋

 
𝟎              𝒊 ≠ 𝒋

|𝒌|𝒌𝑨را طوری بیابیدکه رابطه  𝒌است، مقدار معرفی شده  = 𝟔𝟐𝟓 

 برقرار باشد.

 

 

 

 

 

 

 



30 

 

 31و  30های کتاب صفحه تمرین
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((مقاطع مخروطی: ))دوفصل   
 
 
 

 تهیه و تدوین: محمد عبدی
 

 
ها: سرفصل  

 الف: مقاطع مخروطی و مکان هندسی

 ب: دایره و نکات مهم
 پ: بیضی

 ت: سهمی
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 درس اول: آشنایی به مقاطع مخروطی و مکان هندسی

 ) توسط یک صفحه قطع کنیم (برش دهیم. منظور مقابل فرض کنید یک کره را مانند شکل

 . دارند قرار کره در هم و صفحه در هم که است نقاطی مجموعه کره و خطاز فصل مشترک 

 فصل مشترک یک صفحه و یک کره چه شکلی میتواند باشد؟ شما نظر به

 

 

 

  )غیرعمودو شکل) متقاطع مانند  𝑨 نقطه در 𝒍 و 𝒅فرض کنید دو خط  :یه مخروطیرو

  )مخروطی )سطح مخروطی رویه یک را lحول خط  𝒅باشند. سطح حاصل از دوران خط 

 این سطح  را مولد 𝒅خط و  را رأس 𝑨 نقطه ،محور را 𝒍نامیم. در این حالت خط می

  .نامیممخروطی می

 

 

 

 بررسی فصل مشترک صفحه و رویه مخروطی: 

 محور سطح مخروطی عمود باشد و از رأس آن عبور  بر Pدر حالتی که صفحه حالت اول: 

  .نکند، شکل حاصل یک دایره است

 باشد.از راس رویه عبور کند فصل مشترک........................می Pدر حالتی که صفحه  نکته:

 

 

 نیز موازی نباشد و تنها  𝒅 مولدنباشد و با عمود  lبر محور  Pدر حالتی که صفحه حالت دوم: 

  .از دو نیمه مخروط را قطع کند، سطح حاصل یک بیضی خواهد بود یکی
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 موازی باشد و از رأس مخروط عبور نکند، در این صورت  dبا مولد  Pاگر صفحه حالت سوم: 

 Pاین حالت اگر صفحه فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی یک سهمی است. در 

 . استاز رأس سطح مخروطی عبور کند، فصل مشترک آنها یک خط 

 

 

 

  قطع را مخروطی سطح پایینی و بالایی تکه دو هر که باشد ایگونه به Pاگر صفحه حالت چهارم: 

 نباشد، در این صورت فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی یک  lکند و شامل محور 

  .بررسی خواص هذلولی نخواهیم پرداختدر این کتاب به تعریف دقیق و هذلولی است. 

 

  

 

عمود بر محور رویه مخروطی طوری رسم شود که از رأس مخروط عبور  𝐏: یک رویه مخروطی را در نظر بگیرید. اگر صفحه 1مثال 

 نکند سطح مقطع حاصل چه شکلی است؟ شکل مناسب رسم کنید.

 

 

بر محور رویه مخروطی عمود نباشد و با مولد رویه نیز موازی نباشد، سطح  P: یک رویه مخروطی را در نظر بگیرید. اگر صفحه 2مثال

 مقطع حاصل از برخورد صفحه و رویه چه شکلی است؟ شکل مناسب رسم کنید.

 

هر دو تکه بالایی و پایینی رویه مخروطی را قطع کند و شامل محور رویه  P: یک رویه مخروطی را در نظر بگیرید. اگر صفحه 3مثال

 در این صورت فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی چه شکلی است؟ شکل مناسب بکشید. نباشد،

 

 

هرگاه صفحه ای دقیقا از محور یک سطح مخروطی، آن را برش دهد و از مرکز هم عبور کند، فصل مشترک حاصل چه خواهد  :4مثال

 بود؟

 

 



35 

 

 نامیم.میسطحی ایجاد میشود که آن را یک سطح استوانه ای  l حول dازی باشند، از دوران مو lو d هرگاه دو خط: استوانه

نامیم و خطی که این دو دایره را به یکدیگر وصل کند شود و قاعده استوانه میبه طوری که در بالا و پایین این استوانه دایره تشکیل می

 نامند.ارتفاع می

 

 شود.های زیر حاصل میو حالت ، یک سطح استوانه ای را قطع کندP صفحه کنید فرض حال

 عبور  استوانهعمود باشد و از  lو d خط بر Pدر حالتی که صفحه حالت اول: 

  .، شکل حاصل یک دایره استکند

 

 

  .نباشد سطح حاصل یک بیضی خواهد بودعمود  l خطبر  Pدر حالتی که صفحه حالت دوم: 

 

 

 استوانه مماس باشد در این صورت سطح مقطع و فصل مشترک با  Pاگر صفحه حالت سوم: 

 باشد.نیز می 𝒅همان خط 

  

 باشد.استوانه را قطع کند سطح مقطع مستطیل می 𝒍 و 𝒅به موازات خط   Pاگر صفحه حالت چهارم: 

 

 

 

 مجموعه نقاطی از صفحه یا فضا است که همه آنها یک ویژگی مشترک داشته باشند و همچنین هر نقطه که آن ویژگی را مکان هندسی: 

 داشته باشد، عضو این مجموعه باشد.

  برای تشخیص مکان هندسی باید سه مرحله کار انجام دهیم: نکته:
 .د نظر پیدا کنیمبه اندازه کافی نقاطی پیدا کنیم که تصوری شهودی از مکان مور -1

  .ها را به هم وصل کنید تا تصوری شهودی از مکان هندسی مورد نظر پیدا کنیدآن نقطه -2

 مکان هندسی را توصیف کنید. -3
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 های هندسی مهم در امتحانات:مکان

  .اندخط به یک فاصلههایی از صفحه است که از دو سر این پارهخط، مکان هندسی نقطهعمود منصف یک پاره -1

 )ویژگی مشترک: یکسان بودن فاصله نقطه از دو سر پاره خط)

 

 

 

 .نیمساز یک زاویه، مکان هندسی نقطه هایی در صفحه این زاویه است که فاصله آنها از دو ضلع زاویه برابر است -2

 )ویژگی مشترک: یکسان بودن فاصله نقطه از دوضلع زاویه)

 

 

 

  .است که فاصله شان از نقطه ثابتی به نام مرکز به یک فاصله است صفحهمکان هندسی نقاطی از  دایره -3 

 

 

 

  .که از یک نقطه ثابت به نام مرکز به یک فاصله استفضامکان هندسی نقاطی از  کره -4 

 

 .است نقطه، یک سه نقطه غیرواقع بر یک خط به فاصله باشندکه از  صفحهمکان هندسی نقاطی از   -5

 ؟استاین نقطه چه نقطه ای 

 

 

  .است𝒅در طرفین  دو خطبه فاصله معلوم باشد،  d  که از خط صفحهمکان هندسی نقاطی از  -6

 

 

  به فاصله معلوم باشد، یک استوانه است. dکه از خط  نقاطی از فضامکان هندسی  -7
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بیابید که از به یک فاصله بوده و از خط به در صفحه مفروضند، نقطه ای  𝒅خارج از این خط  𝐁 و  𝐀و دو نقطه  d: خط نهایی 5مثال 

 سانتیمتر است. 3فاصله 

 

 

 

 

 

 سانتی متر باشد. 3به فاصله  𝑪به یک فاصله و از  𝑨 و 𝑩در صفحه مفروضند. نقطه ای بیابید که از 𝑨 و 𝑩 و 𝑪نقاط  :6مثال 

 

 

 

 

 سانتیمتر باشد. 3به فاصله  𝐝سانتیمتر و از  2به فاصله  𝑨در صفحه مفروضند. نقطه ای بیابید که از  dو خط 𝑨نقطه  :7مثال

 

 

 

 

 

به   𝑨 و 𝑩صفحه مفروض اند به کمک مکان هندسی نقطه یا نقاطی در این صفحه بیابید که از در  𝑫 و 𝑨 و 𝑩 و 𝑪نقاط : نهایی 8مثال 

 )در مورد حالتهای مختلف بحث کنید(به یک فاصله باشند.  𝑫 و 𝑪یک فاصله و از 
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 بحث کنید  سانتی متر باشد 3به فاصله  𝑪به یک فاصله و از  Bو  Aدر صفحه مفروضند. نقطه ای بیابید که از  𝐂 و 𝐁 و 𝐀نقاط  :9مثال 

 

 

 

 

 

 

 

بر روی آن به یک فاصله Bو Aواقع بر صفحه و دو نقطه ی  𝒅مکان هندسی نقاطی از صفحه را معین کنید که از خط : نهایی 10مثال

 .حالات مختلف موجود را بیان کنید باشند.

 

 

 

 

 

 : 39های کتاب صفحه تمرین

 :ــ مکان هندسی هر یک از مجموعه نقاط زیر را مشخص کنید1

 .به یک فاصله اند́ 𝐝و 𝐝 نقاطی از صفحه که از دو خط متقاطع  :الف

 

 

 

 .مماس اند A  ثابت نقطه در  d خط بر که صفحه در دایره هایی همه مرکزهای ب:
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 .در صفحه مماس اند d که بر خط  r ثابت شعاع با هاییدایره همه مرکزهای پ:

 

 

 

,𝐜(𝐎دایره بر که r ثابت شعاع با هاییدایره همه ت: مرکزهای 𝐫) مماس  دایره این صفحه در 

 .خارجی اند

 

 

 

نیز به یک فاصله  𝑫 و 𝑪به یک فاصله و از  𝑩 و 𝑨در صفحه مفروض اند. نقطه ای در این صفحه بیابید که از  𝑨 و 𝑩 و𝑪 و 𝐃ــ نقاط 2

 حالت جواب داریم. 3. بحث کنید.باشد
 

 

 

 

 

 

 .بحث کنید.سانتیمتر باشد  3به فاصله  𝑪 از وبه یک فاصله   𝑨 و 𝑩در صفحه مفروض اند. نقطه ای بیابید که از  𝑨 و 𝑩 و𝑪ـ نقاط 3

 

 

 

 

 .)کنید )بحث باشد سانتیمتر 3 فاصله به  𝒅سانتیمتر و از  2 فاصله به  𝑨اند. نقطه ای بیابید که از در صفحه مفروض 𝒅و خط  𝑨 نقطه ــ4
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 حاصل چه شکل است؟ )مقطع(ای شامل محور یک سطح مخروطی، آن را برش دهد، فصل مشترک هرگاه صفحه -5

 

 

 

 

 فرض حال. نامیم سطحی ایجاد میشود که آن را یک سطح استوانه ای می lحول  dموازی باشند، از دوران  𝒍و  𝒅هرگاه دو خط  -6

 کنید. )چهار حالت( بحث حاصل مقطع سطح های مختلف دربارهسطح استوانه ای را قطع کند. در حالت هک P صفحه کنید
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 دومپایان درس اول فصل 

 درس دوم: دایره

 ایم را به طور کامل بلد باشیم.برای حل سوالات دایره باید چند فرمولی که سال گذشته خوانده نکته مهم:

 روابط نقطه با نقطه: فاصله دو نقطه از هم -1

,𝑨(𝒙𝑨  فاصله دو نقطه مانند 𝒚𝑨)و𝑩(𝒙𝑩, 𝒚𝑩)  آوریم.از هم را فرمول زیر به دست می     

𝑨𝑩 = √(𝒚𝑩 − 𝒚𝑨)
𝟐 + (𝒙𝑩 − 𝒙𝑨)

𝟐 

پس اگر در سوال به ما دو نقطه داد و طول پاره . 𝑨𝑩از هم یعنی همان طول پاره خط  𝑨 و 𝑩 فاصله دو نقطه مانند نکته بسیار مهم:

 است فاصله این دو نقطه از هم را بیابیم.دهند را خواست کافیخطی که این دو نقطه باهم تشکیل می

𝑴نکته: مختصات وسط دو نقطه از فرمول   = (
𝒙𝑨+𝒙𝑩

𝟐
,
𝒚𝑨+𝒚𝑩

𝟐
 آید.به دست می (

 مثال: 

 

 

 

 رابطه نقطه با خط:  فاصله نقطه از خط -2

,𝒙𝟏)فاصله نقطه از خط: برای اینکه بتوانیم فاصله نقطه مانند  𝒚𝟏)  از خط𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = را بیابیم ابتدا باید بدانیم که خط را به  𝟎

 آید.ها را یک طرف مساوی ببریم سپس از فرمول مقابل فاصله نقطه از خط به دست میصورت غیر استاندارد تبدیل کنیم و همه عبارت

 از آن نقطه به آن خط عمود نکته: فاصله نقطه از خط یعنی طول خط

𝑨𝑯 =
|𝒂𝒙𝟏 + 𝒃𝒚𝟏 + 𝒄|

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
 

 شود.گاه منفی نمیدهنده این است که فاصله هیچت قدر مطلق نشانعلام

,𝑨(𝟐فاصله نقطه  :مثال 𝟐𝒚 از هر یک از خط  (𝟓 − 𝟑𝒙 =  زیر بیابید.𝟒

 

𝟔𝒚 از هر یک از خط  𝑨(−𝟏,𝟒) فاصله نقطه مثال: = 𝟏 − 𝟐𝒙.زیر بیابید 
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و  𝑶مکان هندسی نقاطی از صفحه که فاصله آنها از یک نقطه ثابت )مرکز دایره( به فاصله ثابت) شعاع( باشد و هر دایره به مرکز  :تعریف

,𝒄(𝑶را به صورت  𝒓شعاع  𝒓) دهند.نمایش می 

 

 : معادله استاندارد دایره

,𝜶)معادله دایره به مرکز  𝜷)  و شعاع𝒓 باشد.به صورت زیر می 

(𝒙 − 𝜶)𝟐 + (𝒚 − 𝜷)𝟐 = 𝒓𝟐 

  نامند.می معادله استاندارد دایرهمعادله بالا را 

 :  𝒙 و 𝒚یافتن محل برخورد دایره با محور 

 

 

 

 ای بنویسید که:: معادله دایره1مثال 

,𝟏−)الف: دارای مرکز   باشد. 3شعاع  (𝟒

 باشد. 2ب: دارای مرکز مبدا مختصات و شعاع 

 

 

 

 

,𝟑−)معادله دایره ای بنویسید که نقاط  :2مثال   دو سر قطر آن باشند.(𝟏,𝟓)و(𝟔
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 آن باشد.روی یکی از نقاط (𝟑,𝟏)باشد و  (𝟐−,𝟒)معادله دایره ای را بنویسید که مرکز آن :3مثال 

 

 

 

𝒙)مرکز و شعاع دایره  :4مثال  − 𝟑)𝟐 + (𝒚 + 𝟏)𝟐 =  را بیابید. 𝟐𝟓

 را بیابید. 𝒙 و  𝒚ب: محل برخورد این دایره با محور 

 

 

 

 

  

 

 

 معادله گسترده )ضمنی( دایره:

 رسیم.رسیم که معادله ضمنی یا گسترده دایره میها باز کنیم به معادله مقابل میاگر معادله استاندارد دایره را به کمک اتحاد

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒂𝒙+ 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝟎 

 باشد.شده دایره نمینبودند معادله داده یک باید باهم یک باشند و اگر هر دو باهم 𝒙𝟐 و𝒚𝟐در معادله بالا حتما حتما ضریب  :1نکته 

توان بر آن عدد تقسیم کرد تا معادله به دایره داشتند دو طرف معادله را می غیر یکهر دو باهم یک ضریب برابر  𝒙𝟐 و𝒚𝟐اگر  :2نکته 

 تبدیل شود.

های بالا از روش مربع کامل استفاده کرد و معادلعه استاندارد را بسازیم ولی توان مانند مثالبرای تبدیل معادله گسترده به استاندارد می

 توان از دو فرمول مقابل برای یافتن شعاع و مرکز دایره استفاده کرد که بسیار مفید است.بسیار وقت گیر است که برای راحتی کار می

مرکز دایره
              
⇒    𝑶(

−𝒂

𝟐
,
−𝒃

𝟐
) شعاع دایره                            

              
⇒    𝒓 =

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 − 𝟒𝒄

𝟐
 

 کنیم.حالت زیر را بررسی می 3پس  شودرادیکال هیچ گاه منفی نمیدانیم زیر : مینکته بسیار مهم

𝒂𝟐    کند. ای در صفحه را مشخص نمینقطهاگر زیر رادیکال منفی شود معادله داده شده هیچ  حالت اول: + 𝒃𝟐 < 𝟒𝐜                   
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𝒂𝟐    باشد. در صفحه می دهنده یک نقطهاگر زیر رادیکال صفر شود معادله داده شده نشان حالت دوم: + 𝒃𝟐 = 𝟒𝐜                       

𝒂𝟐    باشد. دهنده دایره در صفحه نیز میاگر زیر رادیکال مثبت شود معادله داده شده نشان حالت سوم: + 𝒃𝟐 > 𝟒𝐜                    

 له دایرهکرد و برعکس با داشتن معاد تعیین را له آنبا داشتن مختصات مرکز و طول شعاع دایره، میتوان معادپس 

 .شعاع آن را به دست آورد طول و مرکز مختصات میتوان

𝒙𝟐ای به معادله مرکز و شعاع دایره :5مثال  + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝟒𝒚 + 𝟕 =  را بیابید. 𝟎

 

 

 

𝒙)مساحت دایره به معادله  :6مثال  − 𝟏)𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟒𝒚 − 𝟐 =  را بیابید. 𝟎

 

 

 

 باشد.مختصات مرکز و شعاع را بیابید و رسم کنید.های داده شده زیر دایره میکدام یک از معادله :7مثال 

𝒙𝟐 :الف + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒙− 𝟒𝒚 − 𝟒 = 𝟎 

𝒙𝟐 :ب + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙+ 𝟔𝒚 + 𝟏𝟒 = 𝟎 

𝒙𝟐 :پ + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒙− 𝟐𝒚 + 𝟐 = 𝟎 

:ت 𝟒𝒙𝟐 + 𝟒𝒚𝟐 + 𝟏𝟔𝒙 − 𝟒𝒚 + 𝟏 = 𝟎 

𝒙𝟐 :ث − 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙− 𝟒𝒚 + 𝟔 = 𝟎 

𝒙𝟐 :ج + 𝟑𝒚𝟐 − 𝟒𝒙− 𝟑𝒚 + 𝟏 = 𝟎 
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 های مهم دایره:تمرین

𝟐𝒙𝟐روی محور دایره  -1 + 𝒂𝒚𝟐 + 𝟖𝒙− 𝟒𝒚 − 𝟖 =  .را رسم کنید و به صورت استاندارد بنویسید 𝟎

 

 

 

 

 

𝟐𝒙𝟐                 شود و سپس استاندارد بنویسید. 2را چنین بیابید که شعاع دایره مقابل  𝒌مقدار  -2 + 𝟐𝒚𝟐 − 𝟒𝒙− 𝟖𝒚 − 𝒌 = 𝟎 

 

 

 

 

𝒙𝟐مرکز و شعاع دایره  -3 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙+ 𝟔𝒚 =  را بیابید.  𝟗−

 

 

 

𝒙𝟐        را چنین بیابید که معادله مقابل دایره شود و سپس استاندارد بنوسید. 𝒎مقدار -4 + 𝒚𝟐 + (𝒎− 𝟏)𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟓 = 𝟎 

 

 

 

,𝟒−)معادله ضمنی دایره ای بنویسید که نقاط  -5  دو سر قطر آن باشند.(𝟐,𝟑)و(𝟏
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 بنویسید. 5و طول قطر  (𝟐−,𝟏−)ای به مرکز معادله دایره -6

 

 

,𝟏−)ای به مرکز مبدا مختصات و از نقطه دایرهمعادله  -7  عبور کند. (𝟐

 

 

 

𝒙𝟐مرکز دایره مختصات  -8 + 𝒚𝟐 − 𝒂𝒙+ 𝟐𝒃𝒚 =  را بیابید. 𝒂 و 𝒃است مقادیر   (𝟐−,𝟏−)به صورت   𝟎

 

 

 

𝒙𝟐تست: اگر دایره  -9 + 𝒂𝒙+ 𝒚𝟐 − 𝟒𝒚 = 𝒃  در ربع اول بر محور𝒚 و 𝒙  مماس شود مقادیر𝒃 و 𝒂 .را بیابید 

 

 

  

 نکات مهم برای حل برخی سوالات امتحان نهایی: 

 : روش تشخیص محل قرار گرفتن نقطه نسبت به دایره: 1نکته 

 دهد.حالت زیر رخ می 3دهیم. ابتدا نقطه را داخل معادله ضمنی دایره قرار می

 : اگر جواب برابر صفر شد نقطه روی محیط دایره است.1حالت 

 جواب مثبت شد نقطه خارج دایره است.: اگر 2حالت 

 : اگر جواب منفی شد نقطه داخل دایره است.3حالت 

𝒙𝟐نسبت به دایره  (𝟏−,𝟏−)و(𝟐,𝟑)و (𝟐−,𝟏)و(𝟏−,𝟒)وضعیت هر یک از نقاط : 8مثال + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙+ 𝟒𝒚 =  .تعیین کنید 𝟓
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 : وضعیت خط و دایره نسبت به هم: 2نکته 

 هر کدام نکات مربوط به خودش را دارند.دهد که حالت زیر رخ می 3

 : خط خارج دایره قرار دارد.                   فاصله مرکز دایره تا خط از شعاع بیشتر است.1حالت 

𝑶𝑯 =
|𝒂𝒙𝟏 + 𝒃𝒚𝟏 + 𝒄|

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
> 𝒓 

 

 .: خط مماس بر دایره است.                   فاصله مرکز دایره تا خط برابر شعاع است2حالت

𝑶𝑯 =
|𝒂𝒙𝟏 + 𝒃𝒚𝟏 + 𝒄|

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
= 𝒓 

اگر خطی بر دایره مماس شود فاصله مرکز دایره تا خط مماس همان شعاع است پس طبق فرمول فاصله نقطه از خط نکته مهم: پس 

 شود.شعاع حاصل میاندازه 

 

 

 باشند.    فاصله مرکز دایره تا خط از شعاع کمتر است        : خط داخل دایره قرار دارد و خط و دایره متقاطع می3حالت

𝒂𝒙خط گذرنده از دایره وتری به معادله  نکته مهم: + 𝒃𝒚 + 𝒄 =  کند.نیز ایجاد می 𝟎

𝑶𝑯 =
|𝒂𝒙𝟏 + 𝒃𝒚𝟏 + 𝒄|

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
< 𝒓 

 استفاده کنیم.رابطه فیثاغورس باید حتما از  شعاعدر این حالت برای یافتن 

𝒓𝟐 = 𝑶𝑯𝟐 + (نصف وتر)
𝟐

 

  

 های زیر را نسبت به هم مشخص کنیدوضعیت هر یک از خطوط و دایره: 9مثال 

:الف 𝟑𝒙 − 𝟒𝒚 = 𝒙𝟐       و    𝟎 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙− 𝟒𝒚 = −𝟕   
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:ب 𝒙 + 𝒚 = 𝒙𝟐                    و         𝟎 + 𝒚𝟐 = 𝟐   

 

 

 

 

 

:پ 𝒙 + 𝒚 = 𝒙𝟐       و    𝟏 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙− 𝟐𝒚 = 𝟐   

 

 

 

 

 

,𝟐−)ای به مرکز معادله دایره:  10مثال 𝟑𝒙و بر خط  (𝟏 − 𝟒𝒚 =  مماس شود را بنویسید. 𝟗

 

 

 

 

 

 

𝒙بوده و روی خط  𝑶(−𝟏,−𝟏)مرکز آن ای بنویسید تمرین کتاب:  معادله دایره 11مثال  + 𝒚 =  .ایجاد کند 2وتری به طول  𝟏
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𝒙معادله به خط روی و بوده آن مرکز 𝑶(𝟎,𝟏)معادله دایره ای را بنویسید که مثال کتاب درسی:  + 𝒚 = دا ج 𝟐√𝟐وتری به طول  𝟐

 .کند

 

 

 

 

 

𝒙𝟐 روی دایره (𝟐,𝟑)از نقطه  :12مثال  + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙+ 𝟐𝒚 =   مماسی رسم کرده ایم. معادله این خط مماس را به دست آورید  𝟑

 

 

 

 

 : محل برخورد قطرهای دایره3نکته 

محل تقاطع دو خط قطر دایره را داد کافی است  2باشد پس اگر در سوالی معادله مرکز دایره می محل برخورد قطرهای دایره همان

 را بیابیم )با استفاده از دستگاه(

𝒙ای بنویسید که خطوط : معادله دایره9مثال − 𝒚 = 𝒙 و 𝟑 + 𝒚 = 𝟒𝒙شامل قطرهایی از آن بوده و خط  𝟏 + 𝟑𝒚 = بر آن  𝟓−

 مماس باشد. 

 

 

 

 

𝒎𝒙 معادله دایره ای که معادله: 11مثال  + (𝒎− 𝟏)𝒚 = 𝟑𝒙کلیه اقطار آن باشد و بر خط به معادله   𝟐 − 𝟒𝒚 =  .مماس باشد 𝟖

 بدهید تا دو قطر حاصل شود( 𝒎)راهنمایی: دو عدد دلخواه به 
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 : وتر گذرنده از دو نقطه دلخواه و نوشتن معادله قطر عمود بر وتر:4نکته 

 شود.باشند را داشته باشیم از وصل شدن آن دو نقطه وتر حاصل میروی محیط دایره میخواه که اگر دو نقطه دل

توان کند پس میخواه قطری وجود دارد که بر آن وتر عمود و آن را نصف میدر سال یازدهم خواندیم در هر دایره برای هر وتر دل

 باشد.به روش مقابل می با استفاده از این وتر معادله قطر عمود بر این وتر را نوشت. که

 

 

 

,𝟑)و(𝟏,𝟐)ای بنویسید اکه ار دو نقطه قسمت ج: معادله دایره 1تمرین کتاب سوال  𝒚عبور کرده و  (𝟎 = 𝟐𝒙 −  قطر آن باشد. 𝟏

 

 

 

 

 

 

 

. بنویسید را ABCدایره محیطی مثلث  معادله. هستند 𝐀𝐁𝐂رئوس مثلث  𝐀(−𝟏,−𝟏) 𝐂(𝟏,−𝟑)و𝐁(𝟏,𝟏)و نقاط: 5تمرین کتاب سوال 

 .را بیابید 𝐁 رأس در را دایره این بر مماس معادله سپس
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 کند را بیابید.عبور می (𝟏−,𝟓) (𝟐−,𝟐−)و(𝟒,𝟔)ونقطه  3ای که از امتحانی: معادله دایره

 

 

 

 برخی نکات مهم تست:

𝒙: اگر مرکز دایره روی نیمساز ربع اول و سوم باشد یعنی 1نکته  = 𝒚 باشد و مختصات مرکز می(𝒙, 𝒙) باشد.می 

𝒙: اگر مرکز دایره روی نیمساز ربع دوم و چهارم باشد یعنی 2نکته  = −𝒚 باشد و مختصات مرکز می(𝒙,−𝒙) باشد.می 

𝒚گذشته و بر خط  (𝟔,𝟑)مثال مرکز دایره ای بر روی نیمساز ناحیه اول است. اگر این دایره از نقطه: قلمچی: 12مثال  = 𝟐𝒙  مماس

 شود، شعاع آن کدام است؟

 

 

 

 

 

𝒂𝒙خواندیم اگر دو خط  1: همانطور که در فصل 3نکته  + 𝒃𝒚 = 𝒄  و𝒂 ́𝒙 + 𝒃 ́𝒚 = 𝒄 باهم موازی باشند دارای ویژگی زیر می-

 باشند. 

𝒂

𝒃
=
𝒂 ́

𝒃 ́
≠
𝒄

�́�

                 
⇔    𝒎 = �́�                     

 هایشان باهم برابر است.و در اصل شیب

 باشد.اگر دوخط موازی بر یک دایره مماس شوند طبق شکل فاصله دو خط موازی از هم قطر دایره می حال

  آید.و فاصله دو خط موازی از هم از فرمول مقابل به دست می

𝟐𝒓 =
|𝒄 − 𝒄|́

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
معادله خط گذرنده از مرکز      و     ∶ ∆= 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 +

𝒄 + �́�

𝟐
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𝒚معادله دایره ای را بنویسید که بر خط های به معادلات : 13مثال  = 𝒙 + 𝒚و  𝟑 = 𝒙 − یک   مماس بوده و طول مرکزش برابر 𝟏

 باشد.

 

 

 

 

ها را در ها مماس است این دایره محور عرضو بر محور طول  , کندعبور می (𝟎,𝟐)و(𝟒,𝟎)نقطه  2ای که از مثال قلمچی: دایره

 ؟کندکدام عرض دیگر قطع می

 

 

 

 

 وضعیت دو دایره نسبت به هم: 

𝑶𝟏𝑶𝟐دو دایره متخارج:                                                -1 > 𝑹𝟏 +𝑹𝟐 

 

𝑶𝟏𝑶𝟐 دو دایره مماس بیرون -2 = 𝑹𝟏 + 𝑹𝟐 

 

 

𝑹𝟏| دو دایره متقاطع  -3 − 𝑹𝟐| < 𝑶𝟏𝑶𝟐 < |𝑹𝟏 +𝑹𝟐| 

 

 

𝑶𝟏𝑶𝟐 دو دایره مماس درون -4 = |𝑹𝟏 −𝑹𝟐| 

 

 

𝑶𝟏𝑶𝟐       دو دایره متداخل -5 < |𝑹𝟏 − 𝑹𝟐|                  
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𝑶𝟏𝑶𝟐 دو دایره هم مرکز -6 = 𝟎 

 

 

 

 

 های زیر را بیابید.: وضعیت جفت دایره14مثال 

 روش حل: 

 

 

 

 

:الف 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒙𝟐       و   𝟒 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙 = 𝟒   

 

 

 

 

 

 

:ب 𝒙𝟐 + (𝒚 − 𝟏)𝟐 = 𝒙)                    و        𝟏 − 𝟏)𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏   
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:پ 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒙𝟐       و    𝟏 + 𝒚𝟐 − 𝟑√𝟐𝒙− 𝟑√𝟐𝒚+ 𝟓 = 𝟎   

 

 

 

 

 

:ت 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒙𝟐       و    𝟏 + 𝒚𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟐𝒚 + 𝟗 = 𝟎   

 

 

 

 

𝒙𝟐باشد و دایره به معادله 𝑶(−𝟏,𝟏)معادله دایره ای را بنویسید که مرکز آن  + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙+ 𝟐𝒚 =  باشد.مماس بیرونی   𝟎

 

 

 

 

𝒙𝟐باشد و دایره به معادله 𝑶(𝟎,𝟏)معادله دایره ای را بنویسید که مرکز آن  + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙− 𝟔𝒚 =  باشد. مماس داخل  𝟑

 

 

 

 

 

 

 

 )پایان درس دوم(
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 بیضی

 آشنایی باش بیضی: 

   الف: بیضی افقی:

 

  

 

 

 
 

  ب: بیضی قائم:
 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

های بیضی( مقدار ثابتی باشد. مکان هندسی نقاطی از صفحه که مجموع فواصلشان از دو نقطه ثابت )کانونتعریف بیضی: 

𝑴𝑭  )برابر قطر بزرگ باشد.(  +𝑴𝑭′ = 𝟐𝒂                                                                                      
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𝒄: در هر بیضی نسبت  از مرکز بیضیخروج 

𝒂
دهد و عددی بین صفر و را خروج از مرکز گوییم و میزان کشیدگی یک بیضی را نشان می 

نزدیک شود بیضی شبیه پاره  1شود و اگر به عدد اگر خروج از مرکز به عدد صفر نزدیک شود شکل به دایره نزدیک مییک است و 

 د.دهننمایش می 𝒆شود و با خط می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 چند نکته خاص از بیضی: 

 فاصله یک راس کانونی از یک راس ناکانونی همواره برابر.............................است. -1

 

 

بیشترین فاصله یک راس کانونی از کانون بیضی همواره برابر.............................و همچنین کمترین فاصله یک راس کانونی از -2

 بیضی همواره برابر.....................است. کانون

 

 

 فاصله یک راس ناکانونی از کانون همواره برابر.............................است. -3

 

 

 

  .باشد خروج از مرکز بیضی را بیابید 2و فاصله کانون تا مرکز بیضی  𝟐√𝟒مثال: اگر طول قطر کوچک بیضی
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 قطر بزرگ آن است. خروج از مرکز را بیابید.قطر کوچک بیضی ، نصف مثال: 

 

 

 

 

 

𝒙مثال: یک بیضی بر خطوط  = 𝒙و  𝟏− = 𝒚و  𝟓 = 𝒚و  𝟒− =  مماس است. مختصات کلیه رئوس بیضی را بیابید. 𝟔

 

 

 

 

 

 

 

 

روی بیضی از یکی  𝑴(𝒙,𝒚)است، بیشترین فاصلة نقطة 𝟓√ و 2 مثال: فاصله یک رأس ناکانونی بیضی از کانون و رأس کانونی به ترتیب

از کانون های بیضی کدام است؟
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اگر مرکز یک بیضی برمبدا مختصات و قطرهای آن برمحورهای مختصات منطبق باشد، طول وتری که بر از کانون گذشته و بر  :نکته 

𝑫𝑬قطر بزرگ عمود است برابر است با =
𝟐𝒃𝟐

𝒂
 را وتر کانونی میگوییم 𝑫𝑬پاره خطو  

 


 

 

 

,𝑭′(𝟐و  𝑭(𝟐,−𝟒)مثال: طول وتر کانونی مکان هندسی مجموعه نقاطی از صفحه که مجموع فواصل آنها از دو نقطه  باشد،  8برابر   (𝟐

چقدر است؟

 

 

 

 

,𝑭(𝟒اگر مثال:  ,𝑭′(−𝟐و  (𝟐 ,𝑨(𝟔و  کانون های یک بیضی باشند و(𝟐 یک رأس آن است. خروج از مرکز بیضی را  (𝟐

 .بیابید

 

 

 

 

 

𝑩(𝟏 مثال: −
𝟐

√𝟑
, 𝑩′(𝟏و  (𝟎 +

𝟐

√𝟑
, 𝟓√رئوس ناکانونی بیضی هستند. اگر خروج از مرکز بیضی (𝟎

𝟑
روی 𝑷باشد، مجموع فواصل نقطة  

بیضی از دوکانون بیضی کدام است؟
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 های محیضی و محاطی بیضی:دایره

 𝒃است یعنی شعاع دایره  𝟐𝒃است پس در این صورت طول قطر دایره برابر  بیضیباشد یعنی درون  محاطیالف: اگر یک دایره 

 است و مرکز دایره و بیضی باهم یکسان هستند.

 

 است 𝒂است یعنی شعاع دایره  𝟐𝒂باشد یعنی بیرون بیضی است پس در این صورت طول قطر دایره برابر محیطی ب: اگر یک دایره 

 هستند. و مرکز دایره و بیضی باهم یکسان

  

 

 

واحد بوده و مرکز بیضی روی مبدأ مختصات میباشد. 6و  8مثال: در یک بیضی طول قطرها   

الف: خروج از مرکز بیضی را تعیین کنید.

.ب: معادلات دایره های محاطی و محیطی بیضی را بنویسید  

 

 

 

 

 

 

 

نوری بر بدنه داخلی بیضی تابانده شود، انعکاس نور از کانون خاصیت انعکاس نور در بیضی: اگر از یکی از کانون های بیضی اشعه  :نکته

 دیگر خواهد گذشت
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  .بر بیضی مماس باشد 𝑴مانند شکل مقابل در نقطه 𝒅 فرض کنیم خط 

  ′𝑭و𝑭نسبت به دو کانون  d مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط -1

 کمترین مقدار را دارد؟ چرا؟

 نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟ βو  αدو زاویه -2

 

 

نوری بر بدنه داخلی بیضی ٔ  های بیضی اشعه ٔ  با توجه به آنچه گفته شد اگر بدنه داخلی یک بیضی آینه ای باشد و از یکی از کانون  -3

 تابیده شود، انعکاس نور از کدام نقطه خواهد گذشت؟ چرا؟

 

 

 

 

′𝑭𝑴𝑭ویهباشد، زابربیضی مماس M درنقطه dدرشکل روبرو اگر خط  :پ =  را بیابید. 𝛂 و𝜷باشد آنگاه اندازه زاویه  𝟓𝟎°

ˆ 

 

 

 

 : 2های مهم فصل قضیه

 

 پاسخ: 
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  پاسخ:
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65 

 

 سهمی

اند هندسی نقاطی از صفحه که از یک خط ثابت )خط هادی( و یک نقطه ثابت غیر واقع بر آن خط)کانون( به یک فاصلهمکان  :تعریف

|𝑴𝑯|یعنی  = |𝑴𝑭| 

 

 را رأس سهمی و  𝑺را کانون و 𝑭نقطه :نکات مهم
گذرد و بر خط هادی می 𝑺 و 𝑭که از  𝒅را خط هادی و خط ∆خط

نامیمسهمی میعمود است را محور تقارن یا محور 

دهیم نمایش می|𝒂|را با |′𝑺𝑯|و راس تا خط هادی یعنی  |𝑭𝑺|فاصله ی کانون تا رأس یعنینکته

است |𝒂|𝟐فاصله کانون تا خط هادینکته

پایین باشد آن ها باشد سهمی را افقی و اگر دهانه آن به سمت بالا یا اگر دهانه سهمی به سمت قسمت مثبت یا منفی محور طولنکته: 

  گوییم. سهمی خوانده شده در سال دهم و یازدهم از نوع سهمی قائم بودندرا سهمی قائم می

 

 

 

 

 استاندارد یا متعارف()معادله های مختلف سهمی حالت

 الف: زمانی که راس سهمی مبدا مختصات باشد.

 مثبت است. 𝑎نکته: اگر دهانه سهمی با راست یا بالا باشد همواره 

 منفی است. 𝑎نکته: اگر دهانه سهمی با چپ یا پایین باشد همواره 
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,𝑺(𝜶ب: زمانی که راس سهمی  𝜷) .باشد 

 

 

 

 

 

 

 

کند و خواه از سهمی را مشخص کرده باشد یعنی آن نقطه در معادله سهمی صدق میاگر در سوال یک نقطه دلهای مهم: نکته

 باشد.مخصوص راس سهمی می 𝛂 و 𝜷قرار دهیم و فقط  𝒚و  𝒙حواسمان باشد آن نقطه را به جای 

 های زیر را بنویسید.مثال: معادله سهمی
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𝒚راس سهمی و خط  𝑺(𝟏,𝟐)نقطه  مثال: =  خط هادی آن است. معادله سهمی را بنویسید. 𝟏−

 

 

 

 

,𝑭(𝟐معادله سهمی را به دست آورید که مثال:  𝑿کانون و خط(𝟑 =  .به معادله خط هادی آن باشد 𝟒−

 

 

 

 

 .آن باشد کانون 𝑭(𝟑,−𝟏)و راس آن 𝑺(𝟏,−𝟏)معادله سهمی را به دست آورید که مثال: 

 

 

 

 

𝒙معادله مکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط  مثال: =  به یک فاصله هستند، کدام است؟ 𝑨(−𝟑,𝟐) و نقطه 𝟏−
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𝒙)هادی سهمی به معادلهمختصات کانون و معادله خط مثال:  + 𝟒)𝟐 = −𝟖(𝒚 +  رسم کنید را تعیین نموده و نمودار آن را (𝟐

 

 

 

 

 

 

گوییم و طول پاره خط ایجاد شده، همواره به خطی که از کانون سهمی بر محور سهمی عمود رسم شود وتر کانونی سهمی می :نکته

 است |𝒂|𝟒مقدار ثابت

 

,𝑩(𝟑و 𝑨(−𝟏,𝟐) شود و دو سر وتر کانونی آن اگر یک سهمی قائم رو به بالا بازمثال:   است. باشند، معادله سهمی کدام (𝟐

 

 

 

 

𝒙معادله سهمی را بنویسید که خط هادی آن به معادله مثال: = 𝒚و محور آن به معادله  𝟎 = ,𝑨(𝟐بوده و از نقطه  𝟑 عبور کند (𝟓

 

 

 

 

 

,𝑭(𝟏سهمی با کانونمثال:  𝒙و خط هادی  (𝟐 = چقدر است؟  𝑨و 𝑩قطع میکند. فاصله   𝑨و 𝑩را در دو نقطهها 𝒚محور ها  𝟑
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 :یا متعارف سهمی به استاندارد معادله ضمنی یا گسترده

 

 

 

 

𝒙𝟐 معادله ی  مثال: + 𝟒𝒚+ 𝟐𝒙 + 𝟗 =  .را استاندارد کرده و مختصات رأس و کانون و معادله خط هادی را بنویسید𝟎

 

 

 

 

 

𝒚𝟐رأس و کانون سهمی مختصات مثال: = 𝟐𝒙− 𝟒𝒚  ن را رسم آو همچنین نقاط برخورد سهمی با محور های مختصات را بیابید و

.کنید
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 عبور کند.  (𝟒−,𝟐−)نیز محور تقارن آن باشد  واز نقطه  𝒙که رأس آن مبدامختصات و محور دیسیرا بنو یسهم کیمعادله مثال: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒚𝟐سهمی مثال:  = 𝟒𝒙−  کنیم. محل تلاقی سهمی و دایره را بیابید.ای رسم مینیز مفروض است. به مرکز کانون سهمی دایره 𝟒

 

 

 

 

 

 

𝒚𝟐مثال: نمودار  − 𝟐𝒚+ 𝟖𝒙 + 𝟗 =  را رسم کنید.  𝟎
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,𝑨(𝟐معادله سهمی را به دست آورید که مثال:  ,𝑭(𝟐و  راس آن (𝟏  هادی را هم بنویسید.پس معادله خط و س  آن باشد کانون (𝟓

 

 

 

 

𝟑𝒙𝟐در سهمی مثال:  + 𝟒𝒚− 𝟔𝒙 + 𝟏𝟏 =  نیز معادله خط هادی را بنویسید. 𝟎

 

 

 

 

 

𝟐𝒚𝟐را طوری بیابید که طول نقطه راس سهمی  𝐦مثال: مقدار  + 𝟒𝒚 − 𝒙+𝒎 = 𝟏𝟕برابر  𝟎

𝟖
 شود.

 

 

 

 

 

𝒙راس سهمی  (𝟐−,𝟏−)را طوری بیابید که نقطه  𝒃و  𝒂مثال: مقدار  = 𝒚𝟐 + 𝒂𝒚+ 𝒃 .باشد 
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𝟐𝒚𝟐 معادله به سهمی کانون a مقدار کدام ازای به: خیلی سخت مثال + 𝒂𝒚− 𝟑𝒙 =  هاست؟ y رمحو روی𝟎

 

 

 

 

 

 

𝒚𝟐 معادله به سهمی کانون a مقدار کدام ازای به: مثال خیلی سخت − 𝒂𝒚− 𝟑𝒙 = 𝒂𝟐

𝟐
 هاست؟ روی نیمساز ناحیه اول و سوم  

 

 

 

 

 

 

 آن کاربردهای و سهمی بازتابندگی ویژگی

 شعاع هر برعکس و .گشت بازخواهد سهمی محور با موازی آن بازتاب ، بتابد سهمی بدنه به کانون از که نوری شعاع هر: 1حالت 

 .گذشت خواهد سهمی کانون از آن بازتاب ، بتابد سهمی محور با موازی که نوری

 جداره به پرتوها تمام صورت این در .گیردمی قرار کانون در لامپ و .شودمی استفاده ها ماشین جلوی چراغ در خاصیت این از

 .شودمی تولید بیشتری ونور شوندمی خارج محور موازی و خورندمی
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 های پرتو هم باز و دارد را قبل خاصیت شبیه چیزی هم گیرد قرار تر پایین کمی اما کانون راستای همان در لامپ اگر :2حالت 

 .گوییممی بالا نور اصطلاحا که شوندمی خارج بالاتر قبلی راستای از اما شوندمی خارج موازی شده ایجاد

 

 

 

 

 ایجاد های پرتو هم باز و دارد را اول خاصیت شبیه چیزی هم گیرد قرار بالاتر کمی اما کانون راستای همان در لامپ اگر: 3حالت 

 .گوییممی پایین نور اصطلاحا که شوندمی خارج تر پایین قبلی راستای از اما شوندمی خارج موازی شده

 

 

 

 

 سوالات دیش ماهواره

𝒂 فرمول مقابل برقرار است:  در یک دیش مخابراتی همواره =
𝟒𝒃𝟐

𝟏𝟔𝒉
=
(𝟐𝒃)×(𝟐𝒃) 

𝟏𝟔𝒉
                      

 𝒂فاصله کانونی: 

 𝟐𝒃قطر دهانه دیش: 

 𝒉گودی: 

واحد مفروض است. فاصله کانونی این  9واحد و گودی  60ای به قطر مخابراتی به شکل سهموی با دهانه دایرهمثال: در یک دیش 

 دیش را بیابید.
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  قضیه:

 

 

 

 

 پاسخ: 
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  59و  58و  57های کتاب صفحه تمرین
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((بردارها: ))سومفصل   
 
 
 

 تهیه و تدوین: محمد عبدی
 

 
ها: سرفصل  

فضای دو بعدی و سه بعدیالف:   

هابردارهای سه بعدی و اعمال روی آنب:   
ضرب داخلی و تصویر قائمپ:   

السطوحضرب خارجی و حجم متوازی ت:  
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 ℝ𝟐یادآوری فضای 

آن  به مربوط یو سپس شکل کل دیکند را مشخص کن یابتدا چند نقطه از صفحه که در آن رابطه صدق م ریاز روابط ز کیهر  یبرا

 .دیینما نییرابطه را تع
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مشترک یها یژگیو سپس با توجه به و دیینما چند نقطه از آن شکل را مشخص مختصات ابتدازیر  یاز شکل ها کیدر هر مثال:   
 .دیسیرا بنو شکل رابطه مربوط به آن دیکن یم افتیشکل در از که یگرید یها یژگیمشخص شده و و نقاط

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 ℝ𝟑فضای  معرفی

 

 جدول علامت مقابل را باید کامل حفظ باشیم.

 

  کند.ناحیه در فضا ایجاد می 8به طوری که 
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 نقاط زیر را روی دستگاه مختصات نمایش دهید.مثال: 
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 بعدی:3نکات بسیار مهم دستگاه مختصات 

 باشند.ها صفر میروی یکی از محورهای مختصات باشد آن مولفه عدد و باقی مولفه ای اگر نقطه -1

𝑨(𝒙,𝟎, 𝟎)                                        𝑩(𝟎, 𝒚, 𝟎)                              𝑪(𝟎,𝟎, 𝒛) 

 

یک عدد ثابت اند و نحوه نمایش  𝒚 و 𝒛 تواند باشد و هر عددی می 𝒙( یعنی 𝒛𝒚 ها باشد )عمود بر صفحه  𝒙اگر خطی موازی محور  -2

} به صورت                                                                                       
𝒚 = عدد

𝒛 = عدد
 

یک عدد ثابت اند و نحوه نمایش به  𝒚 و 𝒛 تواند باشد و هر عددی می 𝒙( یعنی 𝒛𝒙 باشد )عمود بر صفحه  ها 𝒚اگر خطی موازی محور 

} صورت                                                                                       
𝒙 = عدد

𝒛 = عدد
 

یک عدد ثابت اند و نحوه نمایش به  𝒚 و 𝒛 تواند باشد و هر عددی می 𝒙( یعنی 𝒙𝒚 ها باشد )عمود بر صفحه  𝒛اگر خطی موازی محور 

} صورت                                                                                       
𝒙 = عدد

𝒚 = عدد
 

 

 

 

 

 

 

 

 ای محور عمود بر آن صفر است.ای روی یک صفحه باشد مولفهاگر نقطه -3

𝑨(𝒙, 𝒚, 𝟎)                                        𝑩(𝒙, 𝟎, 𝒛)                              𝑪(𝟎,𝒚, 𝒛) 
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,𝑨(𝒙 تصویر نقطه -4 𝒚, 𝒛) ها صفر است.کند و باقی مولفهنسبت به محور یا یک صفحه، آن مولفه مربوط به صفحه یا محور را حفظ می 

𝑨(𝒙, 𝒚, 𝒛)
𝒙𝒚 تصویر نسبت به صفحه
⇒             𝑨(𝒙,𝒚, 𝟎) 

𝑨(𝒙,𝒚, 𝒛)
𝒚تصویر نسبت به محور
⇒           𝑨(𝟎, 𝒚, 𝟎) 

 

 

,𝑨(𝒙 در قرینه نقطه -4 𝒚, 𝒛) ها قرینه کند و باقی مولفهنسبت به محور یا یک صفحه، آن مولفه مربوط به صفحه یا محور را حفظ می

,𝑨(𝒙,𝒚 است. 𝒛)
𝒙𝒚 تصویر نسبت به صفحه
⇒             𝑨(𝒙,𝒚, −𝒛) 

𝑨(𝒙, 𝒚, 𝒛)
𝒙تصویر نسبت به محور
⇒           𝑨(𝒙,−𝒚,−𝒛) 

 

 

 

 

 

 

,𝑨(𝒙𝟏اگر  -5 𝒚𝟏, 𝒛𝟏)   و𝑩(𝒙𝟐, 𝒚𝟐, 𝒛𝟐) خط مختصات ابتدا و انتهای پاره𝑨𝑩 خط پاره خط نیز باشند مختصات وسط پاره𝑨𝑩  را با𝑴 

 دهند.نیز نشان می

 

 مثال: 

 

 

,𝑨(𝒙,𝒚 تایی مرتب است یعنی .3نحوه نمایش نقطه  -6 𝒛)               یا به صورت

{
 
 

 
 𝒙 = عدد

𝒚 = عدد

𝒛 = عدد

 باشد.می 
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}به صورت           نمایش خط* نکته بسیار مهم: نحوه 
𝒙 = عدد

𝒚 = عدد
-ها که ابتدا و انتها مشخص نمی 𝒛یعنی خطی به موازات محور   باشدمی 

به صورت           نمایش پاره خطنحوه  تواند باشد ولیباشد و هر عددی می

{
 
 

 
 𝒙 = عدد

𝒚 = عدد

ابتدا ≤ 𝒛 ≤ انتها

خطی به موازات یعنی پاره  باشدمی 

 تواند باشد.باشد و هر عددی میها که ابتدا و انتها مشخص می 𝒛محور 

 

 

 

 

 

 

}به صورت           نمایش خط*نحوه 
𝒙 = عدد

𝒛 = عدد
باشد و هر ها که ابتدا و انتها مشخص نمی 𝒚یعنی خطی به موازات محور   باشدمی 

به صورت           نمایش پاره خطنحوه تواند باشد عددی می

{
 
 

 
 𝒙 = عدد

𝒛 = عدد

ابتدا ≤ 𝒚 ≤ انتها

ها که ابتدا  𝒚خطی به موازات محور یعنی پاره  باشدمی 

 تواند باشد.باشد و هر عددی میو انتها مشخص می
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}به صورت           نمایش خط*نحوه 
𝒚 = عدد

𝒛 = عدد
باشد و هر ها که ابتدا و انتها مشخص نمی 𝒙یعنی خطی به موازات محور   باشدمی 

به صورت           نمایش پاره خطنحوه تواند باشد ولی عددی می

{
 
 

 
ابتدا  ≤ 𝒙 ≤ انتها

𝒚 = عدد

𝒛 = عدد

ها که  𝒙خطی به موازات محور یعنی پاره  باشدمی 

 تواند باشد.باشد و هر عددی میابتدا و انتها مشخص می

 

 

 

 

 

 

𝒙به صورت   نمایش صفحهنکته بسیار مهم: نحوه  -7 = ها که  𝒛 و𝐲 به موازات محور   𝒙یعنی این صفحه عمود بر صفحه   باشدمی عدد

به صورت           اینمایش صفحهنحوه  تواند باشد ولیباشد و هر عددی میابتدا و انتها مشخص نمی

{
 
 

 
 𝒙 = عدد

ابتدا ≤ 𝒚 ≤ انتها

ابتدا ≤ 𝒛 ≤ انتها

یعنی   باشدمی 

 .باشدمشخص می 𝒚 و𝒛ابتدا و انتهای محور 

 به همین ترتیب در باقی صفحات هم این روابط برقرار است.
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 با توجه شکل مقابل به سوالات زیر پاسخ دهید.

 الف: مختصات تمام نقاط را بیابید.

 

 

 

 

 ب: مختصات تمام خطوط را بیابید.

 

 

 

 وجه را بیابید. 8مختصات 
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 گوشه به آن گوشه یک از اتاق این قطر طول .شود مشاهده می متر 3 ارتفاع و متر 4 عرض و متر 5 طول به اتاقی شکل این درمثال: 

 است؟ چقدر مقابلش

 

 

 

 

} مختصات چند نقطه را که در رابطهمثال: 
𝒙 = 𝟎
 

𝒛 = 𝟎
 .دیینما نییدستگاه مختصات تعآنها را در  و مکان دیصدق کنند را مشخص کن
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 ℝ𝟑بردارها در فضای 

,𝑨(𝒂𝟏: اگر1نکته  𝒂𝟐, 𝒂𝟑) ای در فضاینقطهℝ𝟑  باشد اگر از مبدا ختصات به آن وصل کنیم بردار�⃗⃗� (𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒂𝟑) شود.نیز حاصل می 

,�⃗⃗� (𝒂𝟏: اندازه بردار 2نکته  𝒂𝟐, 𝒂𝟑)  نیز همواره برابر|𝒂| = √𝒂𝟏
𝟐 + 𝒂𝟐

𝟐 + 𝒂𝟑
 باشد.نیز می  𝟐

 مثال: 

 

 

 

,𝑨(𝒂𝟏اگر: 3نکته  𝒂𝟐, 𝒂𝟑)  و𝑩(𝒃𝟏, 𝒃𝟐, 𝒃𝟑)  دو نقطه در فضا باشند و این دو نقطه را به هم وصل کنیم بردار𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  شود.حاصل می 

 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝒃𝟏 − 𝒂𝟏, 𝒃𝟐 − 𝒂𝟐, 𝒃𝟑 − 𝒂𝟑) 

 

| 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗|نیز همواره برابر  𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗اندازه بردار : 4نکته  = √(𝒃𝟏 − 𝒂𝟏)
𝟐 + (𝒃𝟐 − 𝒂𝟐)

𝟐 + (𝒃𝟑 − 𝒂𝟑)
 باشد.نیز می   𝟐

 مثال: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 ضرب عدد در بردار
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,�⃗⃗� (𝒂𝟏اگر 𝒂𝟐, 𝒂𝟑)  در فضای برداریℝ𝟑 و  باشدr : عددی حقیقی باشد در این صورت 

,�⃗⃗� (𝒂𝟏راستا با نیز برداری موازی یا هم   𝒓�⃗⃗�بردار  𝒂𝟐, 𝒂𝟑)  باشد و نیز می𝒓𝒂⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝒓𝒂𝟏, 𝒓𝒂𝟐, 𝒓𝒂𝟑) 

 

 

 

 

 

 اند و رابطه مقابل برقرار است.نکته: اگر برداری مضرب برداری دیگر باشد در این صورت باهم موتزی

𝒂𝟏
𝒃𝟏
=
𝒂𝟐
𝒃𝟐
=
𝒂𝟑
𝒃𝟑
= 𝒓 

,�⃗⃗� (𝟐مثال: اگر دو بردار  𝟏,𝒎 + ,�⃗⃗⃗� (−𝟏و  (𝟏 𝟐𝒌,𝟏) .موازی باشند مقادیر مجهول را بیابید 

 

 

 

 

,�⃗⃗� (𝟐مثال: اگر دو بردار  ,�⃗⃗⃗� (𝟏و  (𝟐−,𝟏  دو ضلع یک مثلث باشند محیط مثلث را بیابید. (𝟐−,𝟐

 

 

 

 

,�⃗⃗� (𝟕طول ضلع سوم مثلثی که بر دو بردار  مثال: 𝟑,  شود چقدر است؟ بنا می �⃗⃗� (𝟓,−𝟏,𝟔)و  (𝟐

 

 

 

 ℝ𝟑بردارهای یکه در 
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 مینامیم.  𝒊 و 𝒋 و 𝒌را به ترتیب   𝒙 و 𝒚 و 𝒛نامند و بردارهای یکه محورهای باشد را بردار یکه می یکبرداری که طول آن برابر 

𝒊 (𝟏, 𝟎, 𝟎)                                   𝒋 (𝟎, 𝟏, 𝟎)                                       �⃗⃗� (𝟎, 𝟎, 𝟏) 

 

,�⃗⃗� (𝒙همچنین هر برداری با مختصات   𝒚, 𝒛) توان به صورت را می�⃗⃗� = 𝒙𝒊 + 𝒚𝒋 + 𝒛𝒌                    

 مثال:

 

 

= �⃗⃗�مثال: اگر  𝟐𝒊 + 𝟑𝒋 + 𝒌   و�⃗⃗� = 𝒊 − 𝒋 + 𝒌  باشند حاصل
|�⃗⃗� −𝟐�⃗⃗� |

|�⃗⃗� +𝟐𝒃|⃗⃗  ⃗
 را بیابید. 

 

 

 

 

  76های کتاب صفحه تمرین
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 ℝ𝟑ضرب داخلی در فضای 

,�⃗⃗� (𝒂𝟏اگر 𝒂𝟐, 𝒂𝟑)  و�⃗⃗� (𝒃𝟏, 𝒃𝟐, 𝒃𝟑) های زیر است.دو بردار در فضا باشند ضرب داخی دو بردار به صورت 

. �⃗⃗�باشد و زاویه نداشته باشد.                                       _اگر فقط بردار به ما داده :1حالت �⃗⃗� = 𝒂𝟏𝒃𝟏 + 𝒂𝟐𝒃𝟐 + 𝒂𝟑𝒃𝟑 

 دهد.میعدد  همواره حواسمان باشد ضرب داخی دو بردار به ما

 کنیم.زاویه بین دو بردار باشد برای محاسبه ضرب داخی دو بردار از فرمول زیر استفاده می 𝛉اگر  :2حالت 

�⃗⃗� . �⃗⃗� = |𝒂||𝒃|𝒄𝒐𝒔𝜽                                 یا                           𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒂. 𝒃

|𝒂||𝒃|
 

𝒂𝟏𝒃𝟏دهد:        به می 2و  1ترکیب حالت  :3حالت  + 𝒂𝟐𝒃𝟐 + 𝒂𝟑𝒃𝟑 = |𝒂||𝒃|𝒄𝒐𝒔𝜽 

𝒂|: گاهی اوقات در سوالات از 4حالت  − 𝒃|.استفاده میشود باید از فرمول مقابل استفاده کنیم 

 |𝒂 − 𝒃|𝟐 = |𝒂|𝟐 + |𝒃|𝟐 − 𝟐|𝒂||𝒃|𝒄𝒐𝒔𝜽 

 

  

 چند نکته مهم:

𝛉الف: اگر دو بردار بر هم عمود باشند یعنی  = 𝒄𝒐𝒔𝟗𝟎°باشد از آنجایی که  𝟗𝟎° = .𝒂است پس   𝟎 𝒃 =  است.   𝟎

𝛉ب: اگر دو بردار باهم موازی باشند یعنی  = 𝒄𝒐𝒔𝟎°باشد از آنجایی که  𝟎° = .𝒂است پس   𝟏 𝒃 = |𝒂||𝒃|   .است وبیشینه است 

.𝒂صفر باشند حتما  𝒃یا  𝒂پ: اگر یکی از دو بردار  𝒃 =  توان نتیجه گرفت.است و لی برعکس نمی 𝟎

 

 

,�⃗⃗� (𝟐مثال: حاصلضرب دو بردار  𝟏, ,�⃗⃗� (𝟓و  (𝟑 𝟑, 𝒏)  است. مقدار  7برابر𝒏 ید.را بیاب 
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| �⃗⃗�|درجه باهم بسازند و  30زاویه   �⃗⃗�و   �⃗⃗�مثال: اگر  =  باشد حاصلضرب داخلی دو بردار را بیابید. �⃗⃗� (𝟐,−𝟐,𝟒)و  𝟐√𝟐

 

 

 

 

 

= �⃗⃗�مثال: اگر  𝟐𝒊 − 𝒋 + 𝟐𝒌   و�⃗⃗� = 𝒊 − 𝒋 باشند زاویه بین دو بردار را بیابید. 

 

 

 

 

= �⃗⃗�اگر اندازه دو بردار  مثال: 𝟐𝒊 + (𝒂 + 𝟏)𝒋 + 𝟒𝒌   و�⃗⃗� = 𝒂𝒊 + 𝟒𝒋 + 𝟑𝒌 .برابر باشند کسینوس زاویه بین دو بردار را بیابید 

 

 

 

 

  

= �⃗⃗�مثال: اگر  𝟐𝒊 + 𝟑𝒋 + 𝒌   و�⃗⃗� = 𝒊 − 𝒋 + 𝒌  را بیابید های زیرزاویه بین دو بردارکسینوس باشند. 
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𝒂الف:  − 𝒃  𝟐 و𝒃 

 

 

 

 

𝟐𝒂و بردار  𝟑𝒊ب: بردار  − 𝟑𝒌 

 

 

 

 

 

 : 1های مثلثاتی حسابان یادآوری نسبت

𝐬𝐢𝐧𝜶                         دو زاویه مکمل هم باشند.                         𝛂 و 𝜷الف: اگر = 𝐬𝐢𝐧𝜷 

𝐜𝐨𝐬𝜶                         دو زاویه مکمل هم باشند.                         𝛂 و 𝜷ب: اگر = 𝐜𝐨𝐬𝜷 

 مثال: 

 

 را بیابید. 𝒎درجه است. مقدار  120برابر  �⃗⃗� (𝟎,−𝟏,−𝟏)و  �⃗⃗� (𝟏,𝒎,𝟎)مثال: زاویه بین دو بردار 
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 خواص مهم ضرب داخلی دو بردار:

. �⃗⃗�                  جایی دارد. یعنیالف: ضرب داخلی دو بردار خاصیت جابه �⃗⃗� = �⃗⃗� . �⃗⃗�  

. �⃗⃗�ب:  �⃗⃗� = |�⃗⃗� |𝟐 

. �⃗⃗�            پذیری دارد.داخلی نسبت به جمع خاصیت پخشپ: ضرب  (�⃗⃗� + 𝒄)⃗⃗  ⃗ = �⃗⃗� . �⃗⃗� + �⃗⃗� . �⃗�  

 

. �⃗⃗�عمود است اگر وتنها اگر  �⃗⃗�بر   �⃗⃗�داریم:   �⃗⃗�و   �⃗⃗� غیرصفر ت: برای هر دوبردار �⃗⃗� = 𝟎 

 اثبات: 

 

  

 

 

 

. �⃗⃗�ث:  �⃗⃗� = �⃗⃗� . �⃗⃗� = 𝟎 

 

. �⃗⃗�|ج: نامساوی کشی شوارتز:  �⃗⃗� | ≤ |�⃗⃗� ||�⃗⃗� | 

 

 

 

 

 باشند پس همواره داریم: نیز بر هم عمود می 𝒊و 𝒋 و 𝒌دانیم بردارهای یکه چ: می

𝒊, 𝒋 = 𝒊, 𝒌 = 𝒋, 𝒌 = 𝒌, 𝒊 = 𝟎 

𝒊 , 𝒊 = |𝒊 |𝟐 = , 𝒋            و            𝟏 𝒋 = |𝒋 |𝟐 = 𝒌⃗⃗             و             𝟏  ⃗, �⃗⃗� = |�⃗⃗� |
𝟐
= 𝟏 
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  �⃗⃗�بر بردار   �⃗⃗�تصویر قائم بردار  

  �⃗⃗�با  ′ �⃗⃗�دهند یعنی بردار نمایش می ′𝒂را با   �⃗⃗�بر بردار   �⃗⃗�تصویر قائم بردار  

  شود.هم راستا می

�⃗⃗� ′ =
�⃗� . �⃗� 

|�⃗� |
𝟐 × �⃗�  

 

 �⃗⃗⃗�    برابر  �⃗⃗�بر بردار   �⃗⃗�تصویر قائم بردار  قضیه تصویر قائم: نشان دهید 
′
= �⃗⃗� .�⃗⃗� 

|�⃗⃗� |
𝟐 × �⃗⃗�   .است 

 

 

 

 

 

 

 

,�⃗⃗� (𝟒مثال: تصویر قائم  ,�⃗⃗� (𝟐,−𝟑را بر  (𝟐−,𝟏   بیابید. (𝟏

  

 

 

 

,�⃗⃗� (𝟏 اگرمثال:  ,�⃗⃗� (𝟐 و (𝟏−,𝟎 𝟏,  باشند تصویر قائم: (𝟏

+ �⃗⃗�بر   �⃗⃗�الف:  𝒊  
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− 𝟐�⃗⃗�بر   �⃗⃗� ب: 𝟑�⃗⃗�  

| �⃗⃗�|با معلومات  �⃗⃗� و �⃗⃗�دو بردارمثال:  = | �⃗⃗�|و 𝟓 = − �⃗⃗�و  𝟕 �⃗⃗� = 𝟐𝒊 + 𝒋 − 𝟑𝒌 مفروضند. تصویر قائم بردار�⃗⃗�   بر روی�⃗⃗�   چند برابر

است؟  �⃗⃗�بردار

 

 

 

 

  بردار  2ضرب خارجی 

,�⃗⃗� (𝒂𝟏فرض کنید  𝒂𝟐, 𝒂𝟑)  و�⃗⃗� (𝒃𝟏, 𝒃𝟐, 𝒃𝟑)  دو بردار در فضایℝ𝟑  باشند. ضرب خارجی دو بردار�⃗⃗�   و�⃗⃗�   که با نماد�⃗⃗� × �⃗⃗�   نمایش

 شود.شوند برداری است که به صورت زیر تعریف میمیداده

�⃗⃗� × �⃗⃗� = |
𝒊 𝒋 𝒌
𝒂𝟏 𝒂𝟐 𝒂𝟑
𝒃𝟏 𝒃𝟐 𝒃𝟑

| = |
𝒂𝟐 𝒂𝟑
𝒃𝟐 𝒃𝟑

| 𝒊 − |
𝒂𝟏 𝒂𝟑
𝒃𝟏 𝒃𝟑

| 𝒋 + |
𝒂𝟏 𝒂𝟐
𝒃𝟏 𝒃𝟐

| �⃗⃗�  

�⃗⃗� × �⃗⃗� = (𝒂𝟐𝒃𝟑 − 𝒂𝟑𝒃𝟐)𝒊 − (𝒂𝟏𝒃𝟑 − 𝒂𝟑𝒃𝟏)𝒋 + (𝒂𝟏𝒃𝟐 − 𝒂𝟐𝒃𝟏)�⃗⃗�  

 دهد .نکته: ضرب خارجی دو بردار همواره به ما بردار می

 

 کنیم.اگر زاویه بین دو بردار هم بخواهیم از طریق ضرب خارجی به دست آوریم از فرمول زیر استفاده می

|�⃗⃗� × �⃗⃗� | = |�⃗⃗� ||�⃗⃗� |𝒔𝒊𝒏𝜽                        یا                        𝒔𝒊𝒏𝜽 =
|�⃗⃗� × �⃗⃗� |

|�⃗⃗� ||�⃗⃗� |
 

 

,�⃗⃗� (−𝟐,−𝟏 اگرمثال:  ,�⃗⃗� (𝟐 و (𝟑 𝟏,  دو بردار باشند ضرب خارجی دو بردار را بیابید. (𝟒

 

 

  

 



99 

 

 ب: سینوس زاویه بین دو بردار را بیابید.

 

 

,�⃗⃗� (𝟏,−𝟐 اگرمثال:  ,�⃗⃗� (𝟐 و (𝟑 𝟏, × �⃗⃗�|دو بردار باشند مطلوب است محاسبه  (𝟎 �⃗⃗� |. 

 

 

 

 

است  𝒂𝒃𝒔𝒊𝒏𝜽باشد، برابر 𝜽و زاویه بین این دو بردار  𝒂 و 𝒃از قبل می دانیم مساحت متوازی الاضلاعی که دوضلع مجاور آننکته: 

پس میتوان یا همان اندازه ضرب خارجی را مساحت متوازی الاضلاع فوق دانست

𝑺متوازی الاضلاع = |𝒂 × 𝒃| = |𝒂||𝒃|𝒔𝒊𝒏𝜽

𝑺مثلث =
𝟏

𝟐
|𝒂 × 𝒃| =

𝟏

𝟐
|𝒂||𝒃|𝒔𝒊𝒏𝜽 

 

 ضرب خارجی بردارهای یکه: 

𝒊 × 𝒋 =                                           𝒋⃗⃗ × 𝒊 = 

𝒊 × �⃗⃗� =                                         �⃗⃗� × 𝒊 = 

𝒋 × �⃗⃗� =                                        �⃗⃗� × 𝒋 = 

 

 چند نکته مهم:

𝛉الف: اگر دو بردار بر هم عمود باشند یعنی  = 𝒔𝒊𝒏𝟗𝟎°باشد از آنجایی که  𝟗𝟎° = × �⃗⃗�است پس   𝟏 �⃗⃗� = |�⃗⃗� ||�⃗⃗� |   و است 

 بیشینه است.

𝛉ب: اگر دو بردار باهم موازی باشند یعنی  = 𝒔𝒊𝒏𝟎°باشد از آنجایی که  𝟎° = × �⃗⃗�است پس   𝟎 �⃗⃗� =  است   𝟎

𝒂صفر باشند حتما  𝒃یا  𝒂پ: اگر یکی از دو بردار  × 𝒃 =  توان نتیجه گرفت.است و لی برعکس نمی 𝟎
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𝛉طبق نکات بالا چون هر بردار یکه با خودش موازی است پس  = 𝒔𝒊𝒏𝜽است در نتیجه  𝟎 = توان طبق فرمول نتیجه است پس می  𝟎

 گرفت :

𝒊 × 𝒊 = 𝟎                              𝒋  × 𝒋 = 𝟎                                   �⃗⃗� × �⃗⃗� = 𝟎 

 

 

 

= �⃗⃗�مثال: اگر  𝟐𝒊 + 𝒋  و �⃗⃗� (𝟐, = �⃗�و  (𝟑−,𝟎 𝟒𝒌− 𝒋 :سه بردار مفروض باشند مطلوب است 

× �⃗⃗�الف:  (�⃗⃗� + �⃗� ) .را بیابید 

 

 

 

 

 

 ها محاسبه کنید.𝒙ب: اندازه تصویر هر بردار را روی محور 

 

 

 

 

 نکته:

 

 

− 𝟐�⃗⃗�پ: ضرب خارجی و داخلی بردار  �⃗⃗�   در�⃗�  .را بیابید 
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 چند سوال نهایی: 

 را بیابید. 𝒋بر بردار  𝒊تصویر بردار  -1

 

 

 

 شود.بر هم عمود باشند تصویر یکی بر امتداد دیگری بردار صفر می  �⃗⃗�و   �⃗⃗�نشان دهید اگر دو بردار  -2

 

 

 

 است.   �⃗⃗�برابر خود   �⃗⃗�بر   �⃗⃗�در یک راستا باشند آنگاه تصویر  �⃗⃗�و   �⃗⃗�نشان دهید اگر دو بردار  -3

 

 

𝒂⃗⃗ اگر -4  ⃗(𝟐,−𝟏, 𝒃باشد، مجموع مولفه های بردار  𝒂موازی و غیر هم جهت با بردار 𝟓𝟔√به طول 𝒃 و بردار (𝟑

کدام است؟





 

 

 

,𝑸(𝟐,𝟏و 𝑷(𝟏,𝟑,−𝟐)مساحت متوازی الاضلاعی با رئوس متوالی -5 ,𝑹(−𝟑و  (𝟒  .را بیابید  (𝟏,𝟒
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,𝑩(𝟏و 𝑨(−𝟏,𝟐,𝟎)با رئوس  مثلثیمساحت  -6 ,𝑪(𝟎,−𝟏و  (𝟏−,𝟎  .را بیابید  (𝟏

 

 

 

 

 

 

𝒂⃗⃗ مثال: بردار  ⃗(𝟒,−𝟒, 𝒂⃗⃗ جهت با غیرهم  �⃗⃗�مفروض است.و بردار  (𝟐 𝒂را طوری بیابید که  12و به طول ⃗  × 𝒃 =  باشد. 𝟎

 

 

 

 

 خواص ضرب خارجی

.𝒂باشند همواره داریم: دو بردار  �⃗⃗�و   �⃗⃗�اگر  الف: (𝒂 × 𝒃) = 𝟎                                             𝒃. (𝒂 × 𝒃) = 𝟎                     

 اثبات: 

 

 

  

× �⃗⃗�                  دارد. یعنینجایی دو بردار خاصیت جابه خارجی: ضرب ب �⃗⃗� = −(�⃗⃗� × �⃗⃗� ) 

× �⃗⃗�پ:  �⃗⃗� = �⃗⃗�  

  

× 𝒓�⃗⃗�عددی حقیقی باشد آنگاه  𝒓ت: اگر  �⃗⃗� = 𝒓(�⃗⃗� × �⃗⃗� ) = �⃗⃗� × 𝒓�⃗⃗�                                
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𝒃⃗⃗ و  �⃗�  ث: برای سه بردار  × �⃗⃗� همواره داریم:  �⃗⃗� و ⃗  (�⃗⃗� + �⃗� ) = �⃗⃗� × �⃗⃗� + �⃗⃗� × �⃗�                                                                 

(�⃗⃗� + �⃗⃗� ) × �⃗� = (�⃗⃗� × �⃗� ) + (�⃗⃗� × �⃗� )                                                                                                                     

 

× �⃗⃗�اگر وتنها اگر باهم موازی هستند  �⃗⃗� و  �⃗⃗�داریم:   �⃗⃗�و   �⃗⃗� غیرصفر ت: برای هر دوبردار �⃗⃗� = 𝟎 

 اثبات: 

  

 

 

 

 در یک صفحه باشند این است که:    �⃗�و  �⃗⃗�و  �⃗⃗�شرط اینکه سه بردار  نکته بسیار مهم:

𝒂. (𝒃 × 𝒄) = .𝒃                     یا                𝟎 (𝒂 × 𝒄) = .𝒄                   یا                   𝟎 (𝒂 × 𝒃) = 𝟎 

,�⃗⃗� (𝟐را طوری تعیین کنید که سه بردار  𝒎مقدار مثال:  𝟑, ,�⃗� (𝟏و  �⃗⃗� (𝟏,𝒎,−𝟏𝟏) و (𝟏−  در یک صفحه باشند. (𝟏,𝟑−

 

 

 

 

,�⃗⃗� (𝒂𝟏اگر در سوالی گفت برداری عمود بر دو بردار  نکته بسیار بسیارمهم: 𝒂𝟐, 𝒂𝟑)   و�⃗⃗� (𝒃𝟏, 𝒃𝟐, 𝒃𝟑)  بیابید یعنی باید این دو

 بردار ضرب خارجی کنیم.

,�⃗⃗� (𝟏مثال: برداری بیابید که بر دو بردار  ,𝒃(𝟒 و  (𝟑−,𝟐 𝟎,  .عمود باشد (𝟐
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= �⃗⃗�مثال: سینوس بین بردارهای  −𝟑𝒊 − 𝟐𝒋 + 𝟒𝒌   و�⃗⃗� = 𝟐𝒊 + 𝒋 − 𝒌 .را بیابید 

 

 

 

 

 

 السطوح:حجم متوازی

باشند، آنگاه میتوان به کمک آنها یک متوازی السطوح ساخت که حجم آن از رابطه  صفحهسه بردار غیرواقع در یک   �⃗�و   �⃗⃗�و  �⃗⃗�اگر 

𝑽 = |𝒂, (𝒃 × 𝒄)| آید.نیز به دست می  

 باشند.السطوح منطبق میبردارهایی هستند که بر سه یال متوازی  �⃗�و   �⃗⃗�و  �⃗⃗�:  1نکته

 السطوح باید به ما عدد بدهد و مثبت باید باشد.: حواسمان باشد باید حجم متوازی2نکته

 

,𝒂بردار در یک صفحه باشند این است که  3شرط اینکه یادآوری:  (𝒃 × 𝒄) .برابر صفر باشد 

 

 دانیم :که میمهم: همانطور 3نکته 

𝑽
متوازیالسطوح

= 𝑺
قائده
× 𝒉   

   𝑺
قائده
=𝒃×𝒄 

⇒               𝒉 =

𝑽
متوازیالسطوح

𝑺
قائده

        

   𝑺
قائده
=𝒃×𝒄 

⇒              𝒉 =   
|𝒂, (𝒃 × 𝒄)|

|(𝒃 × 𝒄)|
  

 

= �⃗⃗�مثال: سه بردار  𝒊 − 𝒋 + 𝟐𝒌   و�⃗⃗� = 𝒊 + 𝒌  و�⃗� = 𝟐𝒊 + 𝒋 − 𝒌  السطوحی که توسط این سه بردار ساختهمفروضند. حجم متوازی 

 شود را بیابید.می
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,�⃗⃗� (𝟐سه بردار مثال:  ,�⃗⃗� (𝟐و  (𝟑−,𝟎 𝟎, ,�⃗� (𝟐و  (𝟑−  در صفحه مفروضند. (𝟑−,𝟎

+ �⃗⃗�الف: برداری عمود بر  �⃗⃗�   و�⃗�  .بیابید 

 

 

 

 

 

 شود را بیابید.میالسطوحی که با این سه بردار ساخته ب: حجم متوازی

 السطوح را بیابید.پ: ارتفاع این متوازی

 

 

 

 

= �⃗⃗�مثال: بردارهای  𝒊 + 𝒋   و�⃗⃗� (𝟎, 𝟏, = �⃗�و  (𝟏 𝒊 + 𝒌 السطوح توسط اگر قائده متوازی .باشندالسطوح منطبق میبر سه یال متوازی

 باشد ارتفاع وارد بر این وجه را بیابید.ساخته شده  𝒃 و 𝒄بردارهای 

 

 

 

 

 

 

 

 



106 

 

 رابطه بین ضرب خارجی و داخلی:

توان از فرمول کنیم. پس برای تبدیل میاستفاده می 𝐬𝐢𝐧𝜽استفاده میکنیم و در ضرب خارجی از  𝒄𝒐𝒔𝜽دانیم در ضرب داخلی از می

 زیر استفاده کرد.

𝑺𝒊𝒏𝟐𝜽 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝜽 = 𝟏
                      
⇒       {   

 .اثبات کردمیتوان توان از اتحاد مقابل هم استفاده کرد ولی در امتحان نهایی ها میدر تست اتحاد لاگرانژ:

|�⃗⃗� . �⃗⃗� |
𝟐
+ |�⃗⃗� × �⃗⃗� |

𝟐
= |�⃗⃗� |𝟐|�⃗⃗� |

𝟐
 

 اثبات:

 

 

| �⃗⃗�|مفروضند. اگر 𝒂 و 𝒃مثال: بردارهای  = | �⃗⃗�|و  𝟐 = . �⃗⃗�و  𝟏𝟓 �⃗⃗� = × �⃗⃗�|باشد مقدار  𝟐𝟒− �⃗⃗� | .را بیابید 

 

 

 

 

 

| �⃗⃗�|مفروضند. اگر 𝒂 و 𝒃مثال: بردارهای  = | �⃗⃗�|و  𝟑 = × �⃗⃗�|و  𝟐𝟔 �⃗⃗� |  = . �⃗⃗�باشد مقدار  𝟕𝟐 �⃗⃗�  .را بیابید 
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 84کتاب صفحه های تمرین
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