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ماتریس

آرایشی از اعداد که بصورت مستطیلی یا مربعی نوشته می شود ماتریس نام دارد.هرماتریس شامل 

و تعداد  mنمایش می دهیم.اگر تعداد سطرها   jوستون را با  iسطروستون می باشد.سطر را با 

 میباشد. n × mباشد در این صورت مرتبه ماتریس  nستونها 

𝑖]درایه های ماتریس مثال: + 2𝑗] =A  باشد را بدست آورید. 3×2که مرتبه آن

}که در آن   A=[𝑎𝑖𝑗]مثال:ماتریس

𝑖 + 𝑗     𝑖 > 𝑗
𝑖 − 𝑗      𝑖 < 𝑗
2𝑖          𝑖 = 𝑗

=A  (3×3باشد را تشکیل دهید.)مرتبه ماتریس

 انواع ماتریس:

.ماتریس مربع:اگر تعداد سطرها و تعداد ستونهای ماتریس برابر باشد ماتریس مربعی است.1

قطری: اگر در ماتریس مربعی درایه های غیر قطر اصلی صفر باشد ماتریس قطری  .ماتریس2

 است

.ماتریس اسکالر:اگر در ماتریس قطری درایه های قطر اصلی با هم برابر باشد ماتریس اسکالر 3

 است

]=Iماتریس واحد:اگر در ماتریس اسکالر درایه های روی قطر اصلی یک باشد واحد است.4
1 0
0 1

]

ماتریسهای مساوی:

.درایه های متناظر مساوی 2.هم مرتبه باشند 1را مساوی یکدیگر می گوییم اگرBو Aدو ماتریس 

 باشند

]=Aمثال:اگر دو ماتریس 
𝑋 + 1 −3

2 4
]=Bو[

3 𝑦 − 2
𝑧 + 1 4

مساوی باشندحاصل [

X+Y+Zآورید رابدست
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]=Aمثال:اگر
2𝑋 − 𝑌 5

𝑍 1
]=Bو[

3 2𝑥 + 𝑦
−2 1

را  X+Y+Zدر این صورت حاصل  A=Bو   [

 بیابید

 جمع ماتریسها

جمع دو ماتریس در صورتی امکان پذیر است که هم مرتبه باشند.برای جمع کردن دو ماتریس درایه 

 های متناظر را با هم جمع می کنیم.

 ضرب عدد در ماتریس

آن عدد رادر تمام درایه های ماتریس ضرب می Aدر ماتریسی چون برای ضرب یک عدد حقیقی 

 کنیم.

]=Aمثال:اگر 
2 3

−1 5
]=Bو[

3 5
2 −2

 SB -rA     باشد مطلوبست ماتریس s=-5و r=2و [

 

 قرینه ماتریس

 ( بدست می آید-1در عدد)Aو از ضرب ماتریس  نشان می دهیم -Aرابا نماد Aقرینه ماتریس 

 A+(-A)=0در این صورت 

 جمع ماتریسهاوضرب عدد در ماتریسخواص مهم 

A+B=B+A 

A+(B+C)=(A+B)+C 

A+0=0+A=A 

A+(-A)=(-A)+A=0 

r(A±B)=rA±rB 

 ضرب ماتریسها

با تعداد  A( که تعداد ستونهای ماتریس AхBدر صورتی امکان پذیر است ) BوAضرب دو ماتریس 

 برابر باشد. Bسطرهای ماتریس

تعریف شده است AхBباشددر این صورت  ماتریس Pхnماتریسی  Bوmхpماتریسی   Aنکته:اگر 

 است.mхnماتریسی از مرتبه وحاصل 

 

]=Aمثال:اگر 
1 2 −1
3 2 1

−1 −2 4
]=Bو [

2 3
−1 2
4 5

 AхBباشند مطلوبست ماتریس [
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 امکان پذیر است؟چرا؟  BхAمثال:در مثال قبل آیا 

 

 AхBی زیرمشخص کنید که باشددر این صورت در هر یک از حالتها 5х3ماتریسی  Aمثال:اگر 

 قابل تعریف است یا خیرو در صورت تعریف مرتبه آن را بیابید.BхAو

 3х2 1)B=[𝑏𝑖𝑗] 

 3 5х 2)B=[𝑏𝑖𝑗] 

 

 ویژگیهای ضرب ماتریسها

1)AхB≠BхA 

2)AхI=IхA=A 

3)Aх(B+C)=(AхB)+(AхC) 

4)Aх(BхC)=(AхB)хc 

+A+I2=A25)(A+I) 

=In6)(I) 

]=Aمثال:اگر  
4 𝑎
𝑏 −1

]=Bو[
1 −2
3 2

را طوری بدست آورید که حاصل ضرب bوaمقادیر  [

BхA.ماتریسی قطری باشد 

 

 

 

خاصیت جابجایی داشته باشند تعویض پذیر  BوAماتریسهای تعویض پذیر:اگر ضرب دو ماتریس 

 هستند.

 وتعویض پذیر باشند ثابت کنید: 3х3ماتریسهایی BوAمثال:اگر 

2+2AB+B2=A21)(A+B) 

2B-2B)(A+B)=A-2)(A 
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]=Aمثال:اگر ضرب ماتریسهای  
𝑋 𝑌
2 −1

]=Bو[
4 3
3 4

 رابیابید. x+yتعویض پذیر باشند  [

 

 

 

 *نکته*

 

 

3х3 A=[𝑖تست:اگر   + 2𝑗] 3وх3 B=[𝑖2 − 𝑗] 2باشد،درایه سطر اول و ستون دوم ماتریسA+B 

 کدام است.

1)11                   2)9                        3)10                            4)12 

 

 

 

 

]   تست:اگر 
2 5
6 1

]A= 2باشدآنگاه درایه واقع در سطر اول ،ستون دومA .کدام است 

1)10                2)15                      3)42                          4)0 

 

 

 

 

]تست:اگر 
3 1
2 5

]A=  وmA+nI=2A،باشدm+n.کدام است 

1)5-               2)0                      3)9-                              4)10 
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]تست:اگر ماتریسهای  
2 −3
𝑥 −1

]و[
−𝑥 3
−1 𝑦

 کدام است. x+yتعویض پذیر باشند [

1)0                   2)1-                     3)1                       4)3 

 

 

 

]تست:اگر
0 1
2 0

]A= 1393باشد حاصلA:برابر است با 

1)I                    2)I6962                  3)A                       4)A6962 

 

 

 

 

 کدام است.200Aباشد،آنگاه حاصل=I-A(A+I)ماتریسی مربعی وAتست:اگر 

1)I                   2)A                    3)2A                    4)0 

 

 

 

 

]تست:اگر 
2 −1
1 0

]A=،63باشدA است.کدام 

1)[
64 63
63 −62

]    2)[
64 −63
63 −62

]     3)[
64 63

−63 −62
]      4)[

64 63
63 62

] 
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 کدام است.4A،ماتریس A+I2A=یک ماتریس باشد به طوری که   Aتست:اگر 

1)3A+2I               2)+I2A                  3)+4I23A                  4)2A+3I 

 

 

 

 است.کدام 5B+AB2A+باشد،حاصلA+B=5Iتست:اگر 

1)5I                  2)10I                  3)25I                           4)15I 

 

 

 

 

 

 

𝑋]تست:از رابطه ماتریسی  2𝑋 −1] [
3 −1 1
4 0 −2
1 2 0

] [
𝑋

2𝑋
−1

] = کدام  Xعدد غیر صفر  0

 است.

1)
2

9
                  2)

3

8
                     3)

4

9
                          4)

3

5
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 دترمینان ماتریس

می توان یک عدد حقیقی نسبت داد که به این عدد حقیقی دترمینان  Aمانند به هر ماتریس مربعی 

 نمایش می دهیم.|𝐴|می گوئیم و با نماد  Aماتریس 

]=Aنکته:اگر 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 |ad-bc=|𝐴باشد در اینصورت 2х2یک ماتریس [

 باشد.نکته:دترمینان ماتریس می تواند مثبت،منفی ویا صفر 

]=Aمثال: دترمینان ماتریس 
2 −4
1 3

 را بیابید.[

 

]=Aمثال:اگر
−1 2
1 3

]=Bو[
7 1
3 2

𝐴| باشد حاصل[ + 𝐵|2+|𝐴𝐵|.کدام است 

 

 

 ماتریس کهاد:

 

 

3х3A=[𝑖مثال:ماتریس مربعی  + 2𝑗]  مفروض است.ماتریسهای کهاد سطر دوم،ستون سوم وسطر

 اول،ستون دوم را بیابید.

 

 

 

 *همسازه*

 

 

 

 

 همسازه سطر دوم،ستون سوم را بدست آورید.مثال:در مثال قبل 
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 به روش بسط دادن3х3دترمینان ماتریس 

در این روش با انتخاب یک سطر یا ستون دلخواه،هر درایه را در همسازه نظیر همان درایه ضرب 

 کرده وحاصل را با یکدیگر جمع می کنیم.

3х3[𝑖مثال:دترمینان ماتریس  − 3𝑗]=Aرید.را به روش بسط دادن بدست آو 

 

 

 

 

 

 

 به روش ساروس*3х3*دترمینان ماتریس 

در این روش یا سطرهای اول و دوم را زیر سطر سوم تکرار می کنیم ویا ستونهای  اول و دوم را 

 بعد از ستون سوم تکرار می کنیم وسپس به صورت زیر تکرار می کنیم.

 

 

 

 

 

 

3х3[3𝑖مثال:به روش ساروس دترمینان ماتریس  + 2𝑗]=A آورید.را بدست 
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|مثال:در دترمینان
2 −1 3
1 4 2
5 1 𝑎

واحد اضافه کنیم حاصل 5اگر به درایه سطر سوم و ستون سوم،|

 دترمینان چه تغییری می کند.

 

 

 

 

|در دتر مینانمثال:
1 2 −2
3 4 𝑎
2 −1 7

اگر با تغییر درایه سطر سوم،ستون اول حاصل دترمینان تغییر |

 کدام است.  aنکند،مقدار 

 

 

 

 

 

|=0،معادله  kتست:به ازای کدام مقدار 
𝑥 0 𝑘
1 𝑥 + 1 0
2 0 𝑥 + 2

 فقط یک ریشه دارد.|

1)1                2)1-                          3)0                       4)2 

 

 

 

 

]اگرمثال:
5|𝐴| |𝐴|

5 4|𝐴|
]=A در این صورت حاصل|𝐴|.کدام است 
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 *ویژگیهای دترمینان*
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]=Aتست:اگر به درایه سطر اول ستون سوم ماتریس 
1 −1 2
0 1 1
2 1 −1

سه واحد اضافه کنیم آن گاه به [

 چقدر اضافه می شود؟ Aمقدار دترمینان

1)3                    2)3-                         3)6                          4)6- 

 

 

 

 کدام است.|2𝐴−|باشد حاصل  3ماتریسی از مرتبه Aو|𝐴|=2تست:اگر 

1)4-                    2)4                        3)16                         4)16- 

 

 

 

]=Aتست:اگر 
−2 0 0
0 1 0
0 0 4

 کدام است.|3𝐴−|باشدحاصل [

1)24                  2)24-                     3)216                        4)216- 

 

 

 

|=0از رابطه Xتست:مقادیر 
0 𝑋 − 3 𝑋 − 2

𝑋 + 3 0 −4
𝑋 + 2 6 0

 کدام است؟|

 1و6(4                        1و-6(3                -1و6(2                 -1و-6(1
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نمایش می دهیم A-1رابا نماد  A،وارون ماتریس Aبرای هر ماتریس مربعی مانند وارون ماتریس:

 I=1-AAبطوریکه  

 جابجا یی دارد.نکته:ضرب هر ماتریس در وارون آن خاصیت 

]مثال:نشان دهید دو ماتریس 
−1 4
2 −7

]و[
7 4
2 1

 وارون یکدیگر هستند.[

 

 

 

≠یک ماتریس وارون پذیر باشد در این صورت  Aنکته:اگر  |𝐴|0 

]مثال:اگر
2 1
4 𝑎

]= A یک ماتریس وارون پذیر باشد حدودaکدام است؟ 

 

 

]ماتریس  aمثال:به ازای کدام مقدار 
1 2 3
2 −1 0
3 1 𝑎

 وارون پذیر نیست؟[

 

 

 

 

 

 ویژگیهای ماتریس وارون:
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]مثال:اگر 
2 3
1 4

]A=  1(2دترمینان-(A.کدام است 

 

 

 

 را بدست آورید.I-Aباشد وارون ماتریس 2I3A=مثال:اگر  

 

 

 

 را بدست آورید.Aباشد  آن گاه وارون ماتریس 2I=0-2+A3Aمثال:اگر 

 

 

 

 را بدست آورید. 2I-Aباشد  وارون ماتریس 9I3A=مثال:اگر  

 

 

 

|𝐴|0تست:اگر   کدام است؟ A-Iآن گاه وارون   2A3A=    و≠

1)A-I               2)A+I                3)-I-A                4)A 

 

 

 

 

 کدام است؟B1-A+-1آن گاه A+B=ABدو ماتریس وارون پذیر باشند و BوAتست:اگر 

1)AB              2)A+B                 3)I                 4)0 
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 2х2وارون ماتریس 

 

 

 

 

 

]=Aمثال(وارون ماتریس  
2 −1
2 4

 را بدست آورید.[

 

 

 

]مثال:اگر  
5 3
2 1

]A= 2باشد مجموع درایه های قطر اصلی ماتریس+A1-A.را بدست آورید 

 

 

 

 حل دستگاه دو معادله،دو مجهول به کمک ماتریس وارون:

}برای حل دستگاه معادلات 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑒
𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 = 𝑓

 به روش ماتریس وارون به صورت زیر عمل می کنیم

 

 

 

 

 

 

 مثال:دستگاه معا دلات زیر را به کمک ماتریس وارون حل کنید

1){
2𝑥 + 𝑦 = 4

7𝑥 + 4𝑦 = 15
 

2   ){
3𝑥 − 4𝑦 = 1
−𝑥 + 2𝑦 = 1
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}مثال:دستگاه معادلات  
2𝑥 − 3𝑦 = 3

−4𝑥 + 6𝑦 = 1
 را در نظر بگیرید

(هر یک از این معادلات ،معادله یک خط در صفحه می باشد.شیب هر یک از این دو خط را معلوم 1

 کنید.آیا این دو خط بر هم منطبق هستند؟

 است؟چرا؟(ماتریس ضرایب دستگاه را تشکیل دهید.آیا این ماتریس وارون پذیر 2

 

 

 

 

 

 

]مثال:دستگاه معادلات خطی تشکیل دهید که ماتریس 
3 −5
4 2

ماتریس ضرایب دستگاه بوده  و [

]ماتریس 
1

10
 ماتریس معلومات آن باشد و سپس جواب دستگاه را با ماتریس وارون بدست آورید.[

 

 

 

 

 

 

}دستگاه  kمثال:به ازای چه مقداری از 
𝑘𝑥 + 3𝑦 = 4
𝑥 − 2𝑦 = 3

 جواب منحصر بفرد دارد.
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}*بحث در وجود ریشه های دستگاه معادلات  
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑒
𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 = 𝑓

 

 

 

 

}مثال:دستگاه  
(𝑚 − 3)𝑥 + 3𝑦 = 𝑚

4𝑥 + (𝑚 + 1)𝑦 = 2
 فاقد جواب است؟mبه ازای کدام مقدار 

 

 

 

 

 

}مثال:در دستگاه معادلات  
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 2

𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 = −1
وارون ماتریس ضرایب مجهولات به صورت 

[
0 −1
2 1

 کدام است.x+yاست[

1)4-                      .2)2-                        3)2                        4)4 

    

 

 

 

 

]وارون پذیر و  Aمثال:اگر 
2 3
4 5

]=1-A و[
1 0
2 4

]AX= باشد مجموع درایه های ماتریسX را بدست

 آورید.
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]مثال:اگر دستگاه معادلات 
3

−2
]=[

𝑋
𝑌

] [
2 𝑚
1 −3

 کدام است؟  mدارای جواب نباشد مقدار [

 

 

 

]مثال:اگر دستگاه معادلات  
𝑛
4

]=[
𝑥
𝑦] [

1 𝑚
−2 3

را بدست  nوmدارای بی شمار جواب باشد مقادیر [

 آورید.

 

 

 

 

}از دستگاه معادلات  xمثال:اگر جواب 
𝑎𝑥 − 𝑦 = 1

𝑏𝑥 + 2𝑦 = 3
 را بدست آورید. 2a+bباشد مقدار 2.5برابر 

 

 

 

 

 

}تست:اگر در دستگاه معادلات  
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 3
𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 = 1

]معکوس ماتریس ضرایب مجهولات 
1 0
2 −1

باشد [

 کدام است؟ x+yمقدار 

1)8                       2)12                           3)9                            4)6 

 

 

 

 

]تست:در دستگاه معادلات 
𝑦

2𝑥
]=[

2
3

] [
2𝑥 3𝑦
1 2

 کدام است؟  x+2yحاصل [

1)8                       2)0                          3)8-                             4)4- 
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 *مثالها و تستهای تکمیلی*

].اگر 1
2 −1
1 0

]A= 3باشد آن گاه معکوس ماتریسAکدام است؟ 

1)[
2 −3
3 −4

]         2)[
4 −3
3 −2

]               3)[
4 3

−3 −2
]           4)[

−2 3
−3 4

] 

 

 

 

 

 

 کدام است؟|𝐴|باشد در این صورت 3х3ماتریسی Aو3A1-A=2.اگر  2

1)3                    2)
1

3
                3)3-                    4)

−1

3
 

 

 

].اگر به تمام درایه های ستون دوم ماتریس 3
2 3 4
5 𝑎 7
3 𝑏 6

یک واحد اضافه شود به دترمینان ماتریس [

 اولیه کدام عدد اضافه می شود؟

1)3-                    2)2-                 3)3                 4)6 

 

 

 

 

 

 کدام است؟ 4Aوارون هم باشند ماتریس    A-IوA.اگر دو ماتریس 4

1)A                       2)-A                 3)I                      4)-I 
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].اگر دو ماتریس5
5 3

𝑥 + 𝑦 𝑧
]و  [

𝑥 − 𝑦 3
1 − 𝑥 𝑧

 کدام است.x+yبرابر باشند،مقدار  [

1)1                         2)1-                             3)5                             4)5- 

 

 

ماتریسی سطری باشد،کامیک از ماتریسهای  Aستون است.اگر  mسطر و  m-2دارای A.ماتریس 6

 زیر قطری است.

1)[
𝑚 − 3 1 − 𝑚

0 0
] 

2)[
1 𝑚

2𝑚 − 6 𝑚
] 

3)[
𝑚 1 − 𝑚
0 2

] 

4)[
0 𝑚 − 3
0 𝑚

] 

].ماتریسهای 7
𝑎 𝑏 − 2

2𝑐 3
]=A  و[

−2 3𝑏
−𝑐 + 4 1

]=B  مفروض است.اگر ماتریسA+B 

 کدام است. a+2b-cماتریسی اسکالر باشد ،مقدار 

1)11                    2)8                            3)3                                  4)0 

 

 

 

 

].اگر 8
cos 𝑥 − sin 𝑥
sin 𝑥 cos 𝑥

](=x)fمجموع درایه های،f(2п)  (+п A=f(0)+f(  .کدام است 

1)0                     2)2                             3)2-                                4)4 

 

 

 

 

 



 درس و نکته و تست هندسه دوازدهم       تهیه و تنظیم:امین پناه

20 
 

2]اگر .9 −1 3]=A  و[
−4
−3
2

]=B   آن گاه،B.A .کدام است 

1)[1]          2)[
−8 4 −12
−6 3 −9
4 −2 6

]    3)[
−8 4 −12
−6 3 −9
−4 −2 6

 قابل محاسبه نیست.(4   [

 

 

 

 

2𝑖] .در ماتریس10 + 3𝑗 − 1 ]=A ، درایه سطر اول و ستون آخر
4

3
برابر درایه سطر آخر و   

 ستون اول است.این ماتریس مربعی چند سطر دارد.

1)5                  2)2                       3)3                         4)4 

 

 

 

].اگر 11
4 6

−2 −4
]=A 6،مجموع درایه های ماتریسA .کدام است 

1)64                   2)128                3)256                      4)512 

 

 

 

 

 

 کدام است.  2B)-(A-2(A+B)،حاصل  2B+I-2A=3B.اگر  12

1)2BA               2)2(A+B)           3)4AB                    4)4(A+B) 
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].اگر 13
2𝑋 1
−1 𝑌

]=A    ،[
1 1

−1 2
]=B   وA.B   یک ماتریس قطری باشد ،مجموع درایه های

A.B  .کدام است 

1)7-                        2)0                           3)6                           4)6- 

 

 

 

 

 (  کدام است. (4A+I،حاصل   A)I)=0-A. اگر 14

1)A+I                      2)12A+I                     3)16I                       4)15A+I 

 

 

 

 

کدام گزینه همواره درست ، B2=A2B)-(A+2دو ماتریس مربعی هم مرتبه باشند  و  Bو  A.اگر 15

 است؟

1)AB=0                 2)AB=BA                    3)BA=0                    4)AB=-BA 

 

 

 

 

].اگر 16
1 −1
2 2

]=A  و[
6
0

]=B  مجموع درایه های ماتریس ،X  در دستگاهAX=B.کدام است ، 

1)6                      2)3-                         3)3                          4)0 
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 کدام است. 4Aوارون هم باشند ، ماتریس  2Aو  A+I.اگر دو ماتریس 17

1)
3𝐼

4
                     2)2A+

3𝐼

4
                 3)-2A+

3𝐼

4
                   4)2A-

3𝐼

4
 

 

 

 

 

].اگر 18
3 1
6 4

]=A  و ماتریسA-mI وارون پذیر نباشد،مقادیرm  .کدام است 

 2و6(4                      2و4(3                 1و6(2                   3و4(1

 

 

 

 

]اگر .19
5 3
7 4

]=A ،B  ماتریسی وارون پذیر باشد وA+B=8AB   1،مجموع درایه های ماتریس-B  

 کدام است.

1)10                    2)12                     3)14                      4)15 

 

 

 

 

 

}.اگر دستگاه  20
(𝑚 − 1)𝑥 + 𝑦 = 2

2𝑥 + 𝑚𝑦 = 𝑚2
 کدام است. mفاقد جواب باشد ،مقادیر قابل قبول برای   

 -1و2(4                      1و2(3                     2(2                      -1(1
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].اگر 21
−2 3
−1 1

]=A    2-1،ماتریس(A+I) .کدام است 

1)[
4 −6
2 −2

]         2)[
2 −3
1 −1

]          3)[
1 −1
3 −2

]                 4)[
2 −2
6 −4

] 

 

 

 

 

 

} .اگر دستگاه معادلات 22
𝑎𝑥 + (𝑏 − 1)𝑦 = 2

(𝑎 + 2)𝑥 + 2𝑏𝑦 = 3
کدام  a-bبی شمار جواب داشته باشد،مقدار  

 است.

1)1                  2)1-                        3)7                          4)7- 

 

 

 

 

|= 0.مجموعه جواب معادله  23
0 𝑥 − 4 𝑥 − 3

𝑥 + 2 0 −2
𝑥 + 1 3 0

 کدام است. |

 -3و6(4                      -5و2(3                   -2و3(2             -1و4(1

 

 

 

 

 

].اگر  24
|𝐴| 3
−1 |𝐴|

] =2A  1و> |A| آنگاه حاصل ،  |A-I. کدام است  | 

1)1                 2)1-                      3)
1

2
                        4)

−1

2
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].اگر 25
−2 1
5 4

]=A وIβ +αA=2A( باشد دو تایی مرتبβوα.کدام است) 

 (4و13)(  4(           4و11(  )3(              2و13( )2(             2و11()1

 

 

 

 

 کدام است. M+Nباشد ،حاصل   MA+NI1-A=و   3I-=4A2Aاگر .26

1)1                     2)2                     3)3                     4)4 

 

 

 

 

].اگر 27
8 0
𝑎 1

]=3A   2،دترمینان  ماتریس|A|A  .چقدر است 

1)4                    2)2                     3)16                     4)8 

 

 

 

 کدام است. Aباشد،وارون ماتریس  A+2I2A=.اگر 28

1)A-
𝐼

2
                 2)

𝐴−𝐼

2
                  3)I-

𝐴

2
                   4)I+

𝐴

3
 

 

 

 

×ماتریسی  Aاگر .29  وارون  ماتریس +AλIو    A2A=و غیر صفر باشد به طوری که   22

I-3A باشد، آن گاهλ .کدام است 

1)
−2

3
                  2)

−3

2
                     3)

3

4
                      4)

−3

4
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].اگر 30
7 12

−11 −16
]=[

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
1 2
3 4

 کدام است.  a+b+c+dباشد ،آنگاه   [

1)0                  2)2                         3)1-                  4)2- 

 

 

 

}.اگر دستگاه معادلات 31
𝑎𝑥 − 3𝑦 = 1

20𝑥 + 𝑏𝑦 = 5
بی شمار جواب داشته باشد ،کدام دستگاه جواب  

 منحصر بفرد دارد.

1){
15𝑥 − 4𝑦 = 1
𝑏𝑥 + 𝑎𝑦 = 3

 

2){
𝑎𝑥 − 15𝑦 = 1
4𝑥 + 𝑏𝑦 = 5

 

3){
𝑎𝑥 + 15𝑦 = 5
𝑏𝑥 + 𝑎𝑦 = 3

 

4){
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 2

3𝑎𝑥 + 3𝑏𝑦 = 5
 

2х3[𝑖.اگر 32 − 2𝑗]=A ،3х2 [𝑏𝑖𝑗]=B   و𝑏𝑖𝑗 = {
𝑖 + 𝑗2       𝑖 ≥ 𝑗
𝑗 − 𝑖       𝑖 < 𝑗

 ،آنگاه  مقدار          

   
𝑎11𝑏21

𝑎23
− 𝑏12𝑎21 .کدام است 

1)
4

3
                  2)

3

4
                     3)

−3

4
                     4)

−4

3
 

 

 

 

 

تعریف می   2ABباشد،با چه شرطی ماتریس   qхpیک ماتریس   Bو  nхmیک ماتریس   A.اگر 33

 شود.

1)m=p=q              2 )m=n=p            3 )m=n=p               4 )n=p=q 
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|=0معادله   kبه ازای کدام مقدار .34
1 0 𝑥 + 1
2 𝑥 + 2 0
𝑘 0 𝑥

 دارای یک ریشه مضاعف است. |

1)0                     2)1                      3)2                     4)3 

 

 

 

 

 

|𝐵|𝐴||باشند ، آنگاه حاصل  3х3دو ماتریس  Bو  A.اگر 35 + ||𝐴|𝐵|  .همواره برابر کدام است 

1)|𝐵2| + |𝐴2|     2)|𝐴𝐵3| + |𝐴3𝐵|   3)2|𝐴3𝐵3|         4)|𝐴𝐵| + |𝐵𝐴| 

 

 

 

 

]=I6.اگر 36
3 0 0
4 −1 0
2 −5 2

] х𝐴х [
0 0 1
0 2 0
3 0 0

 | کدام است.Aباشد آنگاه |  [

1)1-                    2)1                      3)6-                 4)6 

 

 

 

 

37.[
5 7
3 4

](=A-[
−5 3
7 −4

])[
4 3
7 5

 | کدام است.Aباشد ،آنگاه |  [

1)9-                   2)9                     3)3                     4)3- 
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 |   کدام است.I1-A+|  باشد ،آنگاه |I+A= | 3|  و A=|1.اگر 38

1)3                  2)2                     3)
1

3
                     4)

1

2
 

 

 

 

}معادلات  ،دستگاه  m.به ازای چند مقدار 39
(2𝑚 + 1)𝑥 − 𝑚𝑦 = 1

−7𝑚𝑥 + (𝑚 + 6)𝑦 = −𝑚
بی شمار جواب  

 دارد.

 (بی شمار4                     2(3                        1(2(صفر            1

 

 

 

 

].اگر  40
2 1
3 1

]=1-2I)-(A   2-1،مجموع درایه های ستون دوم ماتریسI)-A(A  .کدام است 

1)11              2)9                       3)5                      4)16 

 

 

 

 

 

 

].اگر 41
3 −7
1 −2

]A=  10،آنگاهA .کدام است 

1)I-                2)A-                     3)A                        4)2A 
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]=A.اگر 42
2 1
4 3

 کدام است. Xماتریس  AX=A-2Iاز رابطه ماتریسی  [

1)[
−2 2
3 −1

]         2)[
−2 1
4 −1

]            3)[
2 −1
4 2

]          4)[
1 2
4 −1

] 

 

 

 

 

 

×3ماتریس  Aتست:اگر  |𝐴|باشدو  3 = .|𝐴|آنگاه دترمینان ماتریس  4 𝐴 .کدام است 

1)64                  2)96                     3)128                      4)256 
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 سوالات امتحان نهایی
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 مقاطع مخروطی

متقاطع )غیر عمود( باشند سطح حاصل از  Aدر نقطه  lو dرویه مخروطی:فرض کنید دو خط 

را  Aرا محور تقارن،نقطه  lراسطح مخروطی می نامیم.در این حالت خط  lحول خط  dدوران خط

 را مولد می نامیم dراس وخط 

 فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی

 برمحور سطح مخروطی عمود باشد واز راس عبور نکند شکل حاصل دایره استp.اگر صفحه 1

نیز موازی نباشد و تنها یکی از دو نیمه  dعمود نباشدو با مولد  lبر محور p.در حالتی که صفحه 2

 مخروط را قطع کند ،سطح حاصل بیضی است.

موازی باشد و از راس مخروط عبور نکند ،در این صورت فصل مشترک  dبا مولد  pصفحه .اگر 3

 سهمی است.

 lبه گونه ای باشد که هر دو تکه سطح مخروطی را قطع کند و شامل محور  p.اگر صفحه 4

 نباشد،در این صورت فصل مشترک  هذلولی است.

 تعریف مکان هندسی:

رای ویژگی مشترک باشند  و هر نقطه  که آن ویژگی را مجموعه نقاطی از صفحه یا فضا که دا

 داشته باشد عضو این مجموعه باشد.

 

 چند مکان هندسی مهم در صفحه )فضا(

به یک فاصله باشند خط عمود منصف Bو A.مکان هندسی نقاطی در صفحه که از دو نقطه ثابت 1

AB مکان هندسی در فضا صفحه عمودمنصف(.استAB)است 

 

 نقاطی در صفحه که از دو ضلع زاویه به یک فاصله باشند ،نیم ساز آن زاویه است..مکان هندسی 2

 

باشند،دایره ای به مرکز K به فاصله ثابت O.مکان هندسی نفاطی در صفحه  که از نقطه ثابت 3

O وشعاعK)است.)مکان هندسی در فضا کره است 

 

از k،به فاصله dباشد،دو خط موازی kبه فاصله ثابت d.مکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط 4

 آن ودر دو طرف آن است.

 

 کاربرد مکان هندسی
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یکی از مهم ترین کاربردهای مکان هندسی،ترسیم های هندسی و یافتن نقطه )یا نقاطی(است که 

مکان 2Sو  1Pمکان هندسی نقاطی با ویژگی 1Sدارای ویژگی معینی باشند.بدیهی است که اگر  

 رادارند.2pو1Pمجموعه نقاطی است که هر دو ویژگی 2S∩1Sباشد،2Pهندسی نقاطی با ویژگی 

 

که شامل هیچ یک نیست در صفحه مفروض اند.نقطه ای بیابید که از  dو خط  BوAمثال:دو نقطه 

AوB به یک فاصله بوده وازd  باشد 3به فاصله 

 

 

 

 

 

 3به فاصله Cبه یک فاصله و از BوAبیابید که از  در صفحه مفروض اند .نقطه ایCوA,Bمثال:نقاط 

 باشد.

 

 

 

 

 

 3به فاصله  dو از 2به فاصله Aدر صفحه مفروض اند.نقطه ای بیابید که از dوخط Aمثال:نقطه 

 باشد .)بحث کنید(

 

 

 

 

 

یک سطح استوانه ای را قطع می کند.در حالت های مختلف درباره سطح مقطع حاصل pمثال:صفحه 

 حالت( 4بحث کنید)
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 به یک فاصله باشند،کدام است. ABCتست:مکان هندسی نقاطی از فضا که ار سه راس مثلث 

 ABC(یک خط عمود بر 4نقطه             4(3(دو خط         2(دو صفحه موازی         1

 

 

به یک فاصله باشند CوBباشند واز نقاط Aاز نقطه Pتست:تعداد نقاطی از صفحه که به فاصله ثابت 

 ،کدام است.

 (دقیقا دو4(حداکثر دو تا     3(حداکثر یکی      2(حداقل یکی              1

 

 

 

باشد،کدام Lبه فاصله Aکه از Pاست.مکان هند سی نقطه ای از صفحه Pدر خارج صفحه Aتست:نقطه 

 است.

 ره یا تهی(نقطه یا دای4(یک نقطه یا یک دایره  3(یک نقطه              2(یک دایره           1

 

 

قرار دارد.روی دایره چند نقطه وجود دارد که  5از مرکز دایره ای به شعاع  2به فاصله  dتست:خط 

 باشد. 4به فاصله  dاز 

1)1                      2)2                      3)3                        4)4 

 

 

 

 

 

چند نقطه وجود دارد به طوری که از  دریک صفحه مفروض اند.در این صفحه dوخط Aتست:نقطه 

A به فاصله معلومk وازd  به فاصله معلومk′.باشند 

 نقطه 2(حداکثر 4نقطه          4(حداکثر 3نقطه                   2(2نقطه              4(1

 

 



   فصل دوم    امین پناه  درسنامه ،نکته و تست هندسه دوازدهم 

4 
 

 کدام استAثابت هستند.مکان هندسی راس   ABCو مساحت مثلث  BCضلع   ABCتست:در مثلث 

 (دو خط عمود بر هم4(دو خط متقا طع     3(سطح یک دایره   2موازی       (دو خط 1

 

 

 

 dاز 3و  Aاز  10از آن موجود است.تعداد نقاطی که به فاصله  7به فاصله Aونقطه   dتست:خط 

 هستند،کدام است.

1)4                     2)3                   3)2                     4)1 

 

 

 

واقع ′Pاز صفحه 12وPاز صفحه  2،به فاصله ′Pو  Pبین دو صفحه موازیMتست.نقطه 

 باشند،کدام است. 13به فاصله Mاست.مکان هندسی نقاطی که از دو صفحه به یک فاصله واز نقطه 

 نقطه 2(4  12(دایره ای به شعاع 3  10(پاره خطی به طول 2  24(دایره ای به شعاع 1

 

 

 

 

 

روی آن مفروضند.مکان هندسی مرکز دایره هایی که از Aونقطه ثابت C(O,R)    تست:دایره

A گذشته وبر دایرهC مماس باشند،کدام است؟ 

 (دو نیم خط4(یک کمان از دایره     3(دو خط                     2(یک دایره        1
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 معادله دایره

 عادله استاندارد دایره برابر است با    باشد در این صورت م rوشعاع دایره  O(α,β)اگر مرکز دایره 

2=r2)β-+(y2)α-(x 

 

 نمایش می دهیم. C(o,r)را بصورت   rو شعاع oنکته:دایره به مرکز 

رابنویسید ومختصات نقاط برخورد آن را با محور  2وشعاع  o(2,-1)مثال:معادله دایره به مرکز  

 های مختصات بدست آورید.

 

 

 

 

 

 

 یک نقطه آن باشد. M(1و1(مرکز آن و )-2و-1را بنویسید که نقطه )مثال:معادله دایره ای 

 

 

 

 

 

 3X-4Y+3=0مرکز آن بوده و بر خط به معادله   O(1و-1مثال:معادله دایره ای را بنویسید که نقطه )

 مماس باشد.
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به  وتری X+Y=2( مرکز آن بوده  و روی خط به معادله 0و1مثال:معادله دایره ای را بنویسید که )

 جدا کند.2√2طول 

 

 

 

 

 

شامل قطرهایی از آن بوده  و خط  x-y=3وX+Y=1مثال:معادله دایره ای را بنویسید  که خطوط 

4x+3y=6 بر آن مماس باشد 

 

 

 

 

 

 

شامل قطری از  y=2x-1( بگذرد و خط 3و0( و)1و2مثال:معادله دایره ای را بنویسید  که از نقاط )

 آن باشد.

 

 

 

 

 

 دایرهمعادله ضمنی 

معادله ضمنی دایره باشد در این صورت مرکز و شعاع دایره برابر ax+by+c=02+y2x+اگر معادله 

 است با:
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 معادله یک دایره است اگر و تنها اگر.....ax+by+c=02+y2x+نکته:معادله  ضمنی  

 

 

 

 را بدست آورید.4y+1=0-+2x2+y2xمثال:مختصات مرکز و طول  شعاع دایره به معادله  

 

 

 

 بتواند معادله یک دایره باشد. 3x+5y+a=0-2+y2xرا طوری بدست آورید که  aمثال:حدود 

 

 

 

 وضعیت نقطه و دایره نسبت به هم

 

 

 

 

 را نسبت به یکدیگر مشخص کنید.x+2y-2+y2x-0=4( ودایره به معادله -2و3مثال:وضعیت نقطه  )

 

 

 

 

 مماس با طول مساوی بر دایره رسم می گردد.نکته:اگر نقطه در بیرون دایره باشد از این نقطه دو 

 

 

 رسم می شود کدام است. y21)-(x+12=( بر دایره 1و2تست:طول  قطعه مماسی که از نقطه )

1)√8                2)√2                     3)3                          4)√3 
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کدام   aرسم کرده ایم.4x+2ay+2=0-2+2y22xبر دایره   2√3(مماسی به طول 1و2تست:از نقطه  )

 است.

1)1                 2)2                         3)3                       4)4 

 

 

 

 

 نکته:اگر نقطه روی محیط دایره باشد از این نقطه تنها یک مماس بر دایره رسم می شود

سم کرده ایم .معادله خط مماس مماسی بر آن ر 2y=3-2x-2+y2xروی  دایره  A(2و3مثال:در نقطه )

 را بدست آورید.

 

 

 

 

 

 نکته:اگر نقطه در داخل دایره باشد از این نقطه بی شمار وتر می گذرد که.....

 

 

مثال:طول وتری که دایره به معادله  
19

5
2x=-2+y2x از خطy=2x .جدا می کند را بدست آورید 

 

 

 

 

 

 

می توان رسم کرد کدام 6x+2y+1=0-2+y2x( در دایره 3و-1تست:طول وتر می نیممی که از نقطه )

 است.

1)2√3                    2)2                               3)3                          4)6 
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 وضعیت خط و دایره نسبت به هم:

 

 

 

 نسبت به هم چگونه است.  2y=2-2x-2+y2xو دایره   x+y=1مثال:وضعیت خط 

 

 

 

 

 مماس است.x+3y=0بر خط به معادله 2x+4y+a=0-2+y2xدایره  aتست:به ازای کدام مقدار 

1)
3

2
                   2)

5

2
                    3)3                          4)4 

 

 

 

 

زاویه قائمه رویت  به y21)-(x+42=یافت می شود که از آنها دایره x=4تست:چند نقطه روی خط 

 شود .

 (هیچ4(بی شمار                3                     2(2                   1(1
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 وضعیت دو دایره نسبت به هم

 باشد در اینصورت:  dمفروض باشند و فاصله مراکز دو دایره  C′(0′,R′)و   C(O,R)اگر دو دایره 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 را نسبت به هم بدست آورید.y2x+92=و  2x+2y+1=0-2+y2xمثال:وضعیت دو دایره 

 

 

 

 

 

 

بر هم مماس خارج    2y+16=0-8x-2+y2xو    2y=k-2x-2+y2xبرای آنکه دو دایره  kتست:مقدار 

 باشند کدام است.

1)2                        2)1                          3)1-                         4)0 
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 مشترک خارجی و داخلی دو دایره:مماس 

 

 

 

 

 کدام است.   10x+21=0-2+y2xو    4x+3=0-2+y2xتست:طول مماس مشترک دو دایره 

 وتر مشترک دو دایره:10√(3                      5√(2                     2√(1

 

 

 

 

 

 

بدست  را2y=02+y2x+و 2x=02+y2x+مثال:معادله وتر مشترک و طول وتر مشترک دو دایره 

 آورید.

 

 

 

 

 

 

 

 کمترین و بیشترین فاصله یک نقطه تا یک دایره:
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 کدام است. 4x2+(y+1)2x=( از دایره -1و3تست:کمترین فاصله نقطه )

1)5                       2)3                          3)6                          4)2 

 

 

 

 

 

است.طول مماسی که  9و4به ترتیب   C(O,R)تا دایره M(x,y)مثال:کمترین و بیشترین فاصله نقطه 

 رسم میشود را بدست آورید. Cبر دایره  Mاز نقطه 

 

 

 

 در معادله دایره X,Yمحاسبه کمترین و بیشترین مقدار 

 

 

 

 

 

 کدام است.yمقدار ماکزیمم   4x+2y=20-2+y2xتست:در معادله 

1)10                     2)21                        3)3                             4)4 

 

 

 

 

 نکته:مکان هندسی نقاطی از صفحه که ...
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مساوی A(2و4مثال:معادله مکان هندسی نقاطی از صفحه را پیدا کنید که فاصله آنها از نقطه )

 باشد B(1و2برابر فاصله آنها از نقطه )√2

 

 

 

 

 

 

 دایره محیطی مثلث:

 

 

 

 

 

 هستند. ABCرئوس مثلث C(1و-3و )B(1و1و)A(-1و-1)مثال:نقاط 

 را بنویسید.ABC.معادله دایره محیطی مثلث 1

 به دست آورید.B.معادله مماس بر این دایره را در راس 2
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 بیضی:

 مکان هندسی نقاطی از صفحه است که مجموع فواصلشان از دو نقطه ثابت یک مقدار ثابت باشد.

 کانون بیضی هستند.دو نقطه ثابت دو 

 نمایش می دهیم. 2aمقدار ثابت را با 
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( را رسم کنید که بیضی در ناحیه دوم بر محورهای مختصات  -3و2مثال:بیضی با مرکز نقطه )

 مماس باشد.سپس طول قطر بزرگ،کوچک و فاصله کانونی را بدست آورید.

 

 

 

 

چند درجه  ′FBFمثال:در بیضی  طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است.اندازه زاویه  

 است.

 

 

 

واحد به گونه ای قرار دارد که فاصله آن تا مرکز 10و6روی بیضی به قطرهای  Mمثال:نقطه 

 است. 4بیضی برابر 

 قائم الزاویه است ′MFF.نشان دهید مثلث 1

 یدرا بدست آور ′MFو MFطول های .2

 

 

 

 

 

 

 a22b/مثال:ثابت کنید طول وتر کانونی بیضی برابر است با    
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 خروج از مرکز بیضی:

 

 

 

 

 

 

مثال:نسبت قطر های بیضی 
5

3
 است.خروج از مرکز را بدست آورید. 

 

 

اگر فاصله کانونی یک بیضی را نصف و قطر بزرگ آن را سه برابر نمائیم خروج از مرکز مثال:

 کند.چه تغییری می 

 

 

 

( نقطه ای روی محیط 0و4(مختصات دو کانون بیضی و نقطه )-4و1(  و  )4و1تست:اگر نقاط )

 بیضی باشد خروج از مرکز بیضی کدام است.

1)
3

4
                 2)

4

5
                       3)

2

3
                         4)

5

6
 

 

 

 

 

واحد است .خروج  2تا نزدیکترین راس  و فاصله کانون 2√4طول قطر کوچکتر یک بیضی تست:

 از مرکز بیضی کدام است.

1)
1

3
                   2)

1

2
                      3)

1

4
                        4)

2

3
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 مماس باشد Mبر بیضی در نقطه  dنکته:اگر خط 
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 سهمی

صفحه است که از یک خط ثابت در آن صفحه و از یک نقطه سهمی مکان هندسی نقاطی از یک 

 ثابت غیر واقع بر آن خط در آن صفحه به یک فاصله باشند.

 نقطه ثابت را کانون سهمی و خط ثابت را خط هادی سهمی می گویند.

 معادله سهمی :
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 معادله خط هادی آن را بنویسید.( را بیابیدو 2و5)( و کانون 2و1مثال:معادله سهمی با راس )

 

 

 

 

 

 را بنویسید. X=9( و خط هادی 4و6مثال:مختصات کانون و همچنین معادله سهمی  را به راس )

 

 

 

 

 

 باشد. X=-3( و  خط هادی آن 1و2مثال:معادله سهمی را بنویسید که کانون آن )

 

 

 

 

 

 تبدیل معادله سهمی به صورت متعارف:

 

 

 

را بصورت استاندارد تبدیل کنید وسپس مختصات راس ،کانون و خط  02y+8x-2y=9+مثال:معادله 

 هادی را بنویسید.
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مفروض است.مختصات راس و کانون سهمی را یافته و آن را رسم  4y-=2x2yمثال:سهمی 

 کنید.همچنین مختصات نقاط برخورد سهمی و محور های مختصات را بیابید.

 

 

 

 

 

 

واحد دایرهای رسم می  3ت.به مرکز کانون سهمی وبه شعاع مفروض اس  4x2y=-4مثال:سهمی 

 د دایره و سهمی را بیابید.کنیم.مختصات نقاط برخور

 

 

 

 

 

نکته:اگر معادله گسترده سهمی را داشته باشیم می توانیم با مشتق گیری مختصات راس را بدست 

 را بدست آوریم  aآوریم و با فرمول زیر 

 

 

 را بدست آورید. 4x +2y-2x-0=5نون تا خط هادی سهمی  به معادله مثال:مختصات راس و فاصله کا

 

 

 

 

 Aنکته:اگر از کانون سهمی خطی عمود بر محور کانونی سهمی رسم کنیم تا سهمی را در دو نقطه 

 )وتر کانونی سهمی(برابر است با   ABقطع کند طول پاره خط Bو
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 معادله محور تقارن سهمی:

 

 

 را بدست آورید. 4Y+3=0-+2X25Yمثال:معادله محورتقارن سهمی به معادله 

 

 وضعیت نقطه و سهمی نسبت به یکدیگر:

 

 

 

 

 

 

 رابدست آورید. 024Y-3X-2Y=1+( و سهمی به معادله 1و-2مثال:وضعیت نقطه )

 

 

 

نمود.در صورتی نکته:اگر نقطه در بیرون سهمی باشد از این نقطه می توان دو مماس بر سهمی رسم 

 که نقطه در بیرون سهمی و روی محور تقارن باشد طول مماسهای رسم شده با هم برابر است.

رسم شود مقادیر  2x=3-6y-23yدو مماس با طول مساوی بر سهمی  n)-A(m,1مثال:اگر از نقطه 

mوn  .را بدست آورید 

 

 

 

 

 ویژگی بازتابندگی سهمی:
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می تابد.معادله محور باز تابش را  16x2y=بر سهمی  y=4مثال:یک پرتو نور در راستای خط 

 بنویسید.
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 تستهایی از مقاطع مخروطی:

مماس خارج باشد  2y+1=0-2x-2+y2x(مرکز آن بوده و بر دایره 4و5معادله دایره ای که نقطه ).1

 کدام است.

1)32=0-10y-8x-2+y2x 

2)10y+25=0-8x-2+y2x 

3)32=0-8x+10y-2+y2x 

4)25=0-10y-8x-2+y2x 

 

قطع میکند.اگر این   18و  -2ها را در دو نقطه  xفقی با کانون مبدا مختصات ،محور .بیضی ا2

 کدام است؟ MNقطع کند طول  NوMها را در دو نقطه yبیضی محور 

1)2/7                 2)8/4                      3)4/6                        4)6/5 

 

 

 

 

 

کدام  mباشد ، 8جدا می کند برابر  x+y=3روی خط  2x+4y+m=0-2+y2x.اگر وتری که دایره 3

 است.

1)18-                   2)24-                   3)21-                      4)19- 

 

 

 

بر آن  3x-4y+1=0شامل قطرهایی از آن و خط    x-y=3و     2x+y=6.دایره ای که خطوط 4

 مماس است ،از کدام نقطه می گذرد.

 (-1و2( )4(                 0و1( )3(              -5و0( )2(               5و0( )1
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مماس داخل است،محور طولها را در  6y=32-+4x2+y2xکه بر دایره  O(0,2).دایره ای به مرکز 5

 دام طول می تواند قطع کند.نقطه ای با ک

1)2-4√5             2)4√5 + 2          3)2√19                     4)-4√19 

 

 

 

 

 

 

 روی آن کدام است. M(b,a)در نقطه   R2b)-+(y2a)-(x=2.شیب خط مماس بر دایره 6

1)1                    2)
𝑏

𝑎
                    3)

−𝑏

𝑎
                        4)1- 

 

 

کانون یک سهمی است که راس آن مبدا مختصات است .اگر محور تقارن این    F(-2,K).نقطه 7

 سهمی موازی یکی از محورهای مختصات باشد،معادله خط هادی کدام است.

1)x=-2                 2)y=-2               3)x=2                       4)y=2 

 

 

 

 

 

چند عدد  mنقطه برخوردی نداشته باشند ، 6x+2y+m=0-2+y2xو دایره    4y+2=0-3x.اگر خط  8

 صحیح می تواند اختیار کند.

1)8                    2)10                    3)9                       4)11 
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 ،کدام است. خط هادی آن باشد y=3.معادله سهمی ای که راس آن مبدا مختصات و خط 9

1)+12y=0 2x          2)12y=0-2x         3)12x=0-2y          4)+12x=02y 

 

 

 

 

مماس می شوند  x=5( می گذرد و بر خط 7و2.مکان هندسی مرکز دایره هایی که از نقطه )10

 ،کدام است.

1)+4x+4y+28=02x 

2)4x+4y+28=0-2y 

3)4y+26=0-+4x2y 

4)4y+28=0-4x-2y 

 

به خط مفروض است .به مرکز کانون سهمی دایره ای رسم می کنیم که  4x+5=0-+2y2y.سهمی  11

 هادی سهمی مماس شود.نقطه برخورد این دایره با سهمی کدام می تواند باشد.

 (2و3(  )4(             2و-1( )3(            1و-1(  )2(          2و-3( )1

 

 

 

 

 

 کدام است. X=4ادی و خط ه F(-2و1.معادله سهمی با کانون )12

1)2y+12x=11-2y 

2)25-2y+12x=-2y 

3)+2y+12x=112y 

4)25-+2y+12x=2y 
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 کدام خط قرار دارد.روی   2y+4x=32y+.کانون سهمی 13

 (نیمساز ناحیه دوم و چهارم 4ها        y(محور 3(نیمساز ناحیه اول و سوم   2ها          x(محور 1
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 فصل  سوم                

 

 

 بردار در فضا                 

 

 

 تهیه و تنظیم:امین پناه                          
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 فضای سه بعدی:

 وجود دارد که دو به دو بر یکدیگر عمود می باشند. z و yوxدر فضای سه بعدی سه محور

تشکیل می گردد که این سه صفحه YOZو  XOZ و XOYبوسیله سه محور و مبدا مختصات،صفحات 

 Zقرار دارد که در این چهار ناحیه   XYچهار ناحیه بالای  صفحه ناحیه تقسیم می کند. 8فضا را به 

 منفی است. Zقرار دارد و در این چهار ناحیه  XYمثبت است و چهار ناحیه پایین صفحه 

 

 فاصله دو نقطه در فضا:

 در فضا مفروض باشند فاصله این دو نقطه برابر است با Z2,Y2B(X,2(و  X)Z1,Y1A,1(اگر دو نقطه 

 

 

 ( را بدست آورید.-2و0و-1(و )2و-4و2مثال:فاصله دو نقطه )

 

 ( را بدست آورید.0و1و-1( و )1و-2و m-1مثال:کمترین فاصله دو نقطه )

 

 

 

مختصات راسهای مثلث متساوی الاضلاع  Cو  B(-2و1و m-1و ) A( -1و3و0تست:اگر نقاط  )

 باشند کمترین مساحت این مثلث کدام است.

1)3√5                   2)
5√3

2
                 3)

5√3

4
                     4)5√ 

 

 

 

در فضا متغیر باشد   Mدر فضا مفروض باشند و نقطه  B(0و1و4و )  A(-1و2و3تست:اگر نقاط )

 کدام است. |𝑀𝐴|+|𝑀𝐵|آنگاه کمترین مقدار 

1)0                     2)3√                   3)3√2                        4)2/3√ 
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که از نقاطی در فضا  در فضا مفروض است.مکان هندسی  B(2و2و7و) A(2و-1و3تست:نقاط )

 باشد کدام است. 4به فاصله  Bو از  3به فاصله  Aنقطه 

 (دایره4نقطه                      4(3(یک نقطه                       2(تهی                    1

 

 

 

 

 

 روی محورها و صفحات مختصات: A(X,Y,Zتصویر نقطه  )

 

 

 

 

 

 

 باشد کدام است. 5(به فاصله -2و3و4که از نقطه ) XOYتست:مکان هندسی نقاطی در صفحه 

 3(دایره ای به شعاع 4  4(دایره ای به شعاع 3(یک نقطه             2(تهی                     1

 

 

 

 

 

 Aتصویر نقطه  ′′Aو نقطه   XOZروی صفحه  A(-2و 2m-1و4تصویر نقطه ) A′تست:اگر نقطه 

 کدام است.|′′𝐴′𝐴|ها باشد  Zروی محور 

 بستگی دارد m(به 4                        √20(3                      4(2                   2(1
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 روی محورها و صفحات مختصات: A(X,Y,Z)قرینه نقطه  

 

 

 

 

 

 

ها Xنسبت به محور  Aقرینه نقطه ′Aمفروضند. فاصله نقطه  B(-1و2و4و ) A(1و2و-3تست: نقاط )

 کدام است. XOYروی صفحه  Bتصویر نقطه  ′Bاز نقطه 

1)√24                 2)√17                    3)√29                             4)√10 

 

 

 

 معادلات صفحات و محورهای مختصات: 
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 .را به یکدیگر وصل می کند B(1,2,3)و  A(1,2,-2)مثال:معادله پاره خطی را بنویسید که دو نقطه 

 

 

 

 را به یکدیگر وصل می کند. B(2,2,4) و A(2,-3,4)معادله پاره خطی را بنویسید که دو نقطه  مثال:

 

 

 

 مثال:در مکعب مستطیل شکل زیر:

 معادله وجه های آبی رنگ،سبز رنگ ونارنجی رنگ را بنویسید..1

 .معادله یال مشترک وجه ها را بنویسید.2
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 بردار در فضا و طول بردار:

 

 

 

 

 

 در فضا مفروض است. B(3و1و4و  ) A(-1و2و3مثال:نقاط )

 را بدست آورید. AB.مولفه های بردار 1

 را بدست آورید BA.طول بردار 2

 

 

می باشد  √13و√12و√7به ترتیب   yozوxozوxoy روی صفحات   aتست:اندازه تصویر بردار 

 کدام است. a.اندازه بردار 

1)1                     2)2                        3)3                          4)4 

 

 

 

 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗تست:حاصل   ⃗+𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  کدام است. ⃗ 

1)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2                2)𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗                      3)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗                      4)𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 

 

𝑂𝐵⃗⃗تست:حاصل  ⃗⃗  ⃗5+𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗2+𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗6+𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  کدام است.  3⃗ 

1)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗                  2)𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗                      3)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗                     4)𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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 ضرب عدد در بردار:

 

 

 

 را بدست آورید. �⃗� -𝑎  rباشد حاصل    r=2  و    �⃗�(3و5و-2و )  𝑎(1و-2و3مثال:اگر )

 

 

 ویژگیهای جمع بردارها:

1)a+b=b+a 

2)a+(b+c)=(a+b)+c 

3)a+0=0+a=a 

4)a+(-a)=(-a)+a=0 

5)r(a+b)=ra+rb 

6)(r+s)a=ra+sa 

7)(rs)a=r(sa) 

سه بردار به طول واحد وجود دارد که بر این سه محور منطبق می   x,y,zبردار یکه:برای سه محور 

مشخص می گردند که به آنها بردارهای یکه محور های   kو  jو iبا شند .این سه بردار با نمادهای 

 لفه های این سه بردار برابر است با مختصات می گو ییم.مو

 

 

 را بر حسب بردارهای یکه محور های مختصات بنویسید.  𝑎( 2و-1و3مثال:بردار  )

 

 

 دو بردار موازی:
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بر یک خط راست واقع باشند حاصل  C(2و-2و4و) B(1وbو1و ) A( aو-1و0تست:اگر سه نقطه )

3a-4b .کدام است 

1)7                    2)5                         3)6                         4)8 

 

 

 

 

نمایش می دهیم   a.bضرب داخلی دو بردار رابصورت  bوaضرب داخلی دو بردار:برای دو بردار 

 که حاصل آن یک عدد است و این عدد می تواند مثبت،منفی ویا صفر باشد.

و زاویه بین دو بردار مشخص باشد در این صورت ضرب داخلی  bو  a*اگر اندازه های دو بردار 

 دو بردار برابر است با 

 

 ویژگیهای ضرب داخلی دو بردار:
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 باشد مطلوبست   60و زاویه بین دو بردار  3و2به ترتیب   bو   aمثال:اگر اندازه های دو بردار 

(2a-b).(a+3b) 

 

 

 

  a+b+c=0|  باشد با این خاصیت که c=|1| وb=|3| و a=|2اگر   a,b,cمثال:برای سه بردار 

 را بدست آورید.  a.b+b.c+c.aمقدار 

 

 

 

 

 کدام است.   a.cحاصل  |  c=|7|  و b=|6| و a=|5و   a+b+c=0تست:اگر  

1)18-                    2)19                     3)18                        4)19- 

 

 

 

 

 

 است.کدام  a.b+b.cباشد حاصل  a+b+c=0|  و c=|6| وb=|4| و a=|3گر  تست:ا

1)14-                  2)15-                     3)16-                    4)17- 

 

 

 

 

کدام  bو a| باشد زاویه بین دو بردار b3+a2=|√7بردارهایی یکه باشند بطوریکه   b و aتست:اگر 

 است.

1)60                 2)30                      3)120                    4)150 
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 کدام است. b و a| باشد ،زاویه بین دو بردار b-a=|√13|  و b=|3| و a=|4تست:اگر 

1)90              2)120                   3)30                       4)60 

 

 

 

 ضرب داخلی دو قطر را بدست آورید.  aمثال:در مکعب با طول یال 
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 ضرب داخلی دو بردار بر حسب مولفه های دو بردار:

در فضا مفروض باشند در این صورت ضرب داخلی  b2,b1b(b,3(و   a)a2,a1a,3(اگر بردارهای  

 دو بردار برابر است با:

 

 را بدست آورید. b(3و-1و3و ) a(1و-2و4مثال:ضرب داخلی دو بردار )

 

 

(قطرهای یک لوزی باشند ،مساحت لوزی کدام  2و1و0( و ) 1و m-1و2تست:اگر بردارهای )

 است.

 بستگی دارد m(به 4                 3√2/5(3                       √5(2             √2/5(1

 

 

 

 bآنگاه مجموع مولفه های بردار   a.b=28موازی باشند و  bو   a(2و-1و3اگر دو بردار  )تست:

 کدام است 

1)12               2)10                       3)8                       4)6 

 

 

 

باشد   BCارتفاع وارد بر ضلع  AHاگر   1به طول ضلع   ABCتست:در مثلث متساوی الاضلاع  

 کدام است.    AB.AC+AB.AHحاصل 

1)
5

4
                    2)

4

5
                      3)

3

4
                         4)

4

3
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بین در فضا معلوم باشد در این صورت زاویه   bو aزاویه بین دو بردار:اگر مولفه های دو بردار 

 دو بردار برابر است با :

 

 

 را بدست آورید.  b(3و5و-1و  )  a(2و-1و3مثال:زاویه بین بردارهای  )

 

 

 

کدام  Aباشند،اندازه زاویه  ABCسه راس مثلث  C(4و-1و5و ) B(3و1و7و ) A(1و2و5)  تست:اگر

 است.

1)30                    2)45                       3)60                       4)90  

 

 

 

 

 درجه باشد  مطلوبست  زاویه بین دو بردار  60برابر  b و aمثال:اگر زاویه بین دو بردار یکه  

a-2b  وa+b 

 

 

 

 

 

 

 

ودر صورتی که زاویه بین دو   <a.b 0باشد آنگاه  90کمتر از  bوaنکته:اگر زاویه بین دو بردار 

>a.bباشد   90بردار بزرگتر از  0  

( منفرجه 1و2و4(  و )2و m-1-و3را طوری بدست آورید تا زاویه بین دو بردار ) mمثال:حدود 

 گردد.
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 : bروی  aتصویر بردار 

 

 

 بدست آورید.  b(1و1و1را روی  بردار  )  a(2و-1و3مثال:تصویر بردار )

 

 

 

   a+2bرا روی بردار  a-bمفروضند.تصویر بردار  b(2و1و1و )  a(1و-1و1مثال:بردارهای )

 بدست آورید.

 

 

 

 

 aبر  bتصویر  ′bونیز  bبر  aتصویر  ′aدو بردار غیر صفر و نا هم راستا هستند .اگر  bوaتست:

باشد حاصل  
𝑎.𝑏′+𝑏.𝑎′

𝑎.𝑏
 برابر کدام است.  

1)1                2)2                            3)4                             4)0 

 

 

 

 

 شوارتس:-نامساوی کشی

 

 را بدست آورید. 9z2+y24x+2باشد کمترین مقدار عبارت    2y+6z=12-4xمثال:اگر  
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 ضرب خارجی:

×aضرب خارجی دو بردار را بصورت   b و aبرای دو بردار  𝑏  نمایش می دهیم که حاصل آن

عمود  bو aودر نتیجه بر صفحه بردارهای   bو aیک بردار است و این بردار بر هر دو بردار 

 است.

باشد در این صورت  bبه سمت  بردار  aانگشت دست راست از بردار  *اگر  جهت چرخش چهار

×aبردار  انگشت شست  𝑏 .را نمایش می دهد 

بین دو بردار مشخص باشد در اینصورت  ضرب خارجی و زاویه  b  و a*اگر اندازه های دو بردار 

 دو بردار برابر است با :

 

 ویژگی های ضرب خارجی دو بردار:
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×aباشند بردار   b(3و2و-1و )  a(2و-1و1مثال:اگر ) 𝑏 .را تشکیل دهید 

 

 

a=𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗اگر   ABCDمثال:در متوازی الاضلاع  b=𝐴𝐷⃗⃗و   ⃗  ⃗⃗  اضلاع  متوازی الاضلاع باشند حاصل    ⃗ 

AC× 𝐵𝐷  .کدام است 

 

 

 

×2=|4تست:اگر  𝑉1V(  2|باشد  اندازه بردارV-1V3)×(2V+1V.کدام است ) 

1)8                     2)0                      3)16                       4)4 

 

 

 

 

 

×b|  آنگاه  |a×c=|2و  a-2b+3c=0تست:اگر   𝑎. کدام است | 

1)3                   2)2                      3)1.5                      4)5./ 

 

 
باشد و زاویه  60برابر  cوbبطول واحد مفروضند .اگر زاویه  بین دو بردار    a,b,cتست:سه بردار 

×a.(bباشد  حاصل   60برابر  cو   bبا صفحه بردار های  aبین بردار  𝑐) .کدام است 

1)
3

4
                 2)

√3

4
                      3)

1

2
                          4)

√2

2
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×a-2b(.)3a=)0مفروض باشند و   b(2و1و1و  ) a(2وm-و1تست:اگر ) 𝑏) باشد مقدارm  کدام

 است.

 m(هر مقدار 4                       2(3                    -1(2                 1(1

 

 

 

 

 

|  ×a(a+b=|)18و   b= |5| و |a=|6است.اگر  90کمتر از   bو    aتست:زاویه بین دو بردار 

 کدام است.  a(.a+bحاصل  )

1)54              2)56                   3)60                       4)64 

 

 

 

 

 حرکت کند بردار ضرب خارجی   Dبه   Cاز  Mباشد و نقطه    ABموازی   CDتست:اگر  

AB× 𝐴𝑀 .چگونه تغییر می کند 

 (طول آن کم میشود ولی جهت تغییر نمی کند.1

 (طول ثابت است ولی جهت تغییر می کند2

 (طول و جهت ثابت است.3

 (طول و جهت تغییر می کند.4
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 مساحت متوازی الاضلاع:

 متوازی الاضلاع ساخته شود مساحت متوازی الاضلاع برابر است با   bوaاگر بوسیله  دو بردار 

 

 

مفروض است .مساحت متوازی الاضلاعی را بیابید که  b(-1و2و2و )  a(1و1و1مثال:بردارهای  )

 ساخته می شود. 3a+4bو   a-bبا بردارهای  

 

 

 

 

 

 مساحت مثلث:

 شود در این صورت مساحت مثلث برابر است با  مثلثی ساخته b  و aسیله دو بردار اگر بو

 

 

 

 

و    a-bباشند مساحت مثلثی را بیابید که بوسیله بردارهای   b(0و1و2و ) a(2و2و-1مثال:اگر )

4a+5b  .ساخته میشود 

 

 

 

باشند ،مساحت مثلث  ABCسه راس مثلث   C(2و2و3و )   B(0و1و1و ) A(1و2و2مثال:اگر نقاط )

ABC .را بدست آورید 
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می سازند .مساحت مثلثی که  30واحد با یکدیگر زاویه  4و  3با طولهای   bو aتست:دو بردار 

 ساخته می شود کدام است.  3a+2bو   a-2bبوسیله دو بردار 

1)24                     2)36                             3)42                              4)48 

 

 

 

 

×b| باشد حاصل  |c=|7|  و b=|6|  و a=|5و   a-b+c=0تست:اگر  𝑐.کدام است  | 

1)6√24                 2)6√6                         3)6√12                         4)6√3 

 

 

 

 

 ضرب مختلط سه بردار:

 

 

 

 

 صورت ضرب مختلط سه بردار صفر است.*اگر سه بردار در یک صفحه باشند در این 

 در یک صفحه اند. a(2و3و-1و ) b(1و-1و3و ) c(1و9و-1مثال:آیا بردارهای  )

 

 

 

 کدام است. m( در یک صفحه باشند مقدار 3و-1و1( و )0و1و2( و )1وmو-1تست:اگر سه بردار )

1)2-                          2)2                           3)1                          4)1- 
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متوازی السطوح ساخته شود  در این   cو  bو   aحجم متوازی السطوح:اگر بوسیله سه بردار 

 صورت حجم آن برابر است با:

 

 

 

( 0و1و1(و)1و0و1( و )1و1و0مثال:حجم متوازی السطوحی را بدست آورید که توسط بردارهای )

 تولید میشود.

 

 

 

 

 و خارجی: رابطه بین ضرب داخلی

 

 

 

×a=|72|  و b=|26| و،a=|3مفروض اند به طوری که  bو  aمثال:بردارهای  𝑏 مقدار.  |a.b  را

 بدست آورید.

 

 

 

 

 

 

 



 

22 
 

 تستهای تکمیلی:
چنان قرار دارد  ABبر روی پاره خط  Mمفروض اند .نقطه  B(=2و3و0و ) A(=2و3و4.نقاط )1

 کدام است. M.مختصات  MA=-3MBکه بردار 

 (-1و-3و1( )4(        2و3و1( )3(      -2و-3و-1( )2(           1و3و-1()1

 

 

 

 کدام است. BCباشند مختصات    AC(= 3و2و1و  ) AB =(1و2و3.اگر )2

 (2و2و-2)  (4(      4و4و4(  )3(      4و0و-2(  )2(      2و0و-2( )1

 

 

( به 4و2و-1واحد بوده  واز ) 4صله ( به فا2و-1و5.چند نقطه در فضا  وجود دارد که از نقطه )3

 واحد باشد. 3فاصله 

 (صفر4                  1(3                 2(2(بی شمار           1

 

 

 

 عمود است.  j-2kو  i—2j.کدام بردار بر هر دو بردار  4

 (4و2و1) (4(    2و0و-1(  )3(      4و-2و1(  )2(      4و2و2()1

 

 

 

 کدام عدد می تواند باشد. k| باشد ،b= |1| و a=|3و   k(a+b)=2b.اگر  5

1)1-                2)1                3)2-                 4)2   
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 a+bباشد مساحت متوازی الاضلاعی که توسط بردارهای   a.b=24|  و  b=|13|  و a=|2.اگر 6

 ساخته می شود کدام است. a-bو 

1)5                    2)10                        3)20                      4)40  

 

 

 

 کدام است. k( هم صفحه باشند مقدار -1و2و-4( و  )2و2و3( و  )kو2و-1.اگر بردارهای )7

1)
−2

7
                   2)

4

7
                         3)

−3

7
                        4)

2

7
 

 

 

 

 

کدام  xoyنسبت به صفحه  Aها،از قرینه نقطه Zروی محور  A(2و1و-1).فاصله تصویر نقطه 8

 است.

1 )5                    2 )2                          3 )3                       4 )4 

 

 

 

 ساخته می شود،کدام است.  k+iو    i-j.مساحت مثلثی که با دو بردار 9

1)3√                  2)
√2

2
                        3)

√3

2
                           4)2√2 

 

 

 

 ( کدام است.1و2و1( و )0و1و-1( ، )3و2و1.حجم متوازی السطوح بنا شده بر سه بردار )10

1)6                   2)2                        3)3                            4)4 
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 | کدام است.a-bبر هم عمود باشند ،|=b(0و1-و mو )  a(=3m,2m-1,m.اگر دو بردار )11

1)11√                     2)3                           3)13√                          4)4 

 

 

 

یک متوازی الاضلاع ساخته شده است.زاویه بین دو    b=k-jو  a=2i+j+k.بر روی دو بردار 12

 قطر متوازی الاضلاع کدام است.

1)60                     2)45                         3)30                            4)90 

 

 

 

 

 کدام است. m( در یک صفحه قرار دارند .1وm-1و1(و)2وmو1( ،)1و3و-1.سه بردار )13

1)2                     2)0                          3)1                              4)1- 

 

 

 

 

 است.حاصل عبارت  2،مثلثی متساوی الاضلاع به طول ضلع ABC.مثلث 14

(AC.CB)AB-(AB.BC)AC    .کدام   است 

  1)2CB                 2)2BC                   3)4CB                         4)4BC 

 

 

 

×V=(3i+j).طول تصویر قائم بردار  15 (𝑗 − 𝑘) بر صفحهxy  چند برابر طول تصویر قائم آن بر،

 است.  yzصفحه 

1)√5                    2)
√5

2
                      3)

√5

3
                         4)

1

3
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×a|.اگر  16 𝑏| = ،چند  bبر راستای بردار  aباشد،طول تصویر قائم بردار     a.b=1و  3√

 | است.aبرابر |

1)
1

4
                       2)

1

2
                       3)

2

3
                        4)

1

3
 

 

 

 

 

قیقی باشند ،حداکثر مقدار عبارتسه عدد ح cوa،b.اگر 17
(4𝑎+𝑏+𝑐)

4𝑎+𝑏+𝑐
 کدام است. 

1)2                        2)3                      3)4                      4)6 
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 امتحان نهایی:سوالات 

 

 



 

27 
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